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De tous les pays rÉels, virtuels ou imaginaires oÙ j'ai vagabondÉ, un en particulier n'avait 
jamais ÉtÉ l'objet de mon intÉrÊt et de ma curiositÉ : celui des isomÉtries. Et pourtant cela 
fait des annÉes que je suis amenÉ À parler de symÉtries, de rotations ou de translations. Et 
malgrÉ cela, je n'avais jamais songÉ À aller au-delÀ de ces trois notions. Je n'avais jamais 
pensÉ qu'il existait un pays pour les isomÉtries. 
L'annÉe qui s'achÈve aura ÉtÉ À bien des Égards, celle des Épreuves et des changements. Elle 
aura dÉmontrÉ la nÉcessitÉ de dominer son destin. Elle m'aura en tout cas convaincu qu'en 
bien des domaines, il me fallait aller au bout des chemins que j'avais commencÉs À 
emprunter.  
Que vous soyez en terminale S ou ailleurs, je vous convie À me suivre dans mon voyage au 
pays des isomÉtries. 

Edition du samedi 26 juillet 2003 
Les apparences importent peu, 
Ma loyautÉ est mon honneur. 

http://www.tanopah.com/
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A A A A propos des isomÉtriespropos des isomÉtriespropos des isomÉtriespropos des isomÉtries    
IsomÉtrie : voilÀ un mot que vous avez sans doute dÉjÀ entendu prononcÉ par l'ÉnergumÈne 
qui vous servait de prof de maths, sans pour autant bien cerner de quoi il s'agissait. 
Par dÉfinition, une isomÉtrie est une transformation du plan qui conserve les longueurs et les 
distances. C'est pour cela que les symÉtries centrales et axiales, les rotations et les translations 
en sont. 
La question que beaucoup se poseront sÛrement certains, est de savoir ce qu'est une 
transformation du plan. 
Une transformation du plan est une application bijective du plan dans lui-mÊme, c'est-À-dire 
procÉdÉ qui a un point du plan M associe un unique point M'.  
 
Cette notion d'application n'est pas une nouveautÉ. Nous en connaissons dÉjÀ des spÉcimens 
en les personnes des fonctions numÉriques. A un nombre rÉel x, une fonction f associe un 
autre rÉel y (x)= f . De plus, certaines de ces fonctions numÉriques sont bijectives. 

  
Une transformation du plan est une application bijective. Cela signifie par ce genre 
d'application, tout point M' a un et un seul antÉcÉdent M. 
A l'instar des fonctions numÉriques bijectives, toute transformation f 

admet une transformation rÉciproque qui est notÉe -1f . 

Les isomÉtries dont nous allons parler sont des transformations du 
plan : elles sont donc bijectives.  
 
De maniÈre assez Évidente, la rÉciproque d'une isomÉtrie est une autre isomÉtrie. Car quand 
vous conservez les longueurs dans un sens, vous les conservez aussi dans l'autre. 
 
Composer deux applications, c'est les effectuer l'une aprÈs l'autre. Par exemple, on peut faire 
une translation suivie d'une rotation. On dÉfinit alors une nouvelle transformation.  
Le symbole opÉratoire de la composition est � .  
Lorsque l'on compose deux isomÉtries, on obtient... une nouvelle isomÉtrie. Du dÉbut À la fin, 
les longueurs sont conservÉes. 
  
L'application identique ou identitÉ du plan est l'application par laquelle tout point M est sa 
propre image. Cette une transformation qui ne transforme rien, est notÉe Id ! C'est d'ailleurs 
pour cela que c'est une isomÉtrie ! 

La composÉe d'une transformation f et de sa rÉciproque -1f  est l'identitÉ. Bref : =-1f f Id�  

La composÉe d'une transformation f avec l'identitÉ est la f. Bref : = =f Id Id f f� �    

 
RÉcapitulons. L'ensemble des isomÉtries muni de l'opÉration de composition prÉsente les 
propriÉtÉs suivantes : 

• La composÉe de deux isomÉtries en est une autre. 

• Cet ensemble possÈde en l'identitÉ un ÉlÉment neutre pour la loi de composition � . 
Pour toute isomÉtrie f, nous avons l'ÉgalitÉ : = =f Id Id f f� �  

• Pour cette loi de composition, toute isomÉtrie f admet un isomÉtrie inverse g. 
Pour toute isomÉtrie f, il existe une isomÉtrie g tel que =f g Id�  

A l'instar de l'ensemble des entiers relatifs pour l'addition, l'ensemble des isomÉtries est un 
groupe pour la l'opÉration de composition. Pour Être plus prÉcis, c'est une sous-groupe de 
l'ensemble des transformations du plan. 
 
Nous allons commencer notre voyage au pays des isomÉtries par celles que nous connaissons. 

M M' 

-1g = f  

f 

http://www.tanopah.com/ADS/bloc4/derivealpha.php?page=derive1&signet=reciproque
http://www.tanopah.com/ADS/bloc4/derivealpha.php?page=derive1&signet=reciproque
http://www.tanopah.com/ADS/bloc1/polyalpha.php?page=polyfct2&signet=composition
http://www.tanopah.com/ADS/bloc9/justezalpha.php?signet=groupe
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La translationLa translationLa translationLa translation    
Ce n'est pas la premiÈre isomÉtrie que l'on rencontre lors de sa scolaritÉ et pourtant c'est par 
elle que nous commencerons. La translation est le fait de dÉplacer un objet en ligne droite 
sans en changer ni la forme, ni l'orientation. 
On associe souvent la notion de translation À celle de vecteur. En fait, cette notion de 
translation se dÉfinit À partir du parallÉlogramme. Voyons cela dans le dÉtail ! 
 

 
 
Puis c'est À partir de la translation que certains dÉfinissent la notion de vecteur. Car l'idÉe 
gÉnÉrale du vecteur est celle d'un dÉplacement selon une certaine direction, dans un certain 
sens et d'une certaine distance. D'ailleurs il est Équivalent de dire que le point M' est l'image 

de M par la translation vecteur 
����
AB  et de dire que les vecteurs 

����
AB  et 

������
MM'  sont Égaux.  

 
De par sa nature, la translation conserve les formes, les angles mais surtout les longueurs et 
distances : c'est cela qui en fait une isomÉtrie.  

La translation de vecteur u
�

 est souvent notÉe ut � .  

 
L'identitÉ peut Être vue comme la translation de vecteur nul. 
 
Enfin, la rÉciproque de la translation de vecteur u

�
 est celle de vecteur u−

�
. En rÉsumÉ : 

 

ComposÉe de deux translations 

Composer deux translations, c'est les faire l'une aprÈs l'autre ! Par exemple, intÉressons-nous 
aux translations f et g de vecteurs u

�
 et  v
�

. 
Si M est un point du plan alors nous appelons M' son image par f. Puis, nous notons M'' 
l'image de M' par la translation g. La situation est donc la suivante : 

 
La question qui se pose est : qu'est la transformation f g�  ? 

Pour tout point M du plan, il est clair que :   �
(M)

M M'' u v= +
f g�

������������ � �
 

C'est la relation de Chasles qui s'applique ! f g�  est la translation de vecteur u v+
� �

. 

 

 

DÉfinition d'une translation 
Dire que le point M' est l'image du M par la translation qui 
amÈne de A en B signifie que le quadrilatÈre ABM'M est un 
parallÉlogramme. 

On parle alors de translation de vecteur AB
����

. 

M 

M' 

u
�

 

v
�

 

M" u + v
� �

 

Conclusion : La composÉe de deux translations est une autre translation. 

u u u u− −= =t t t t Id� � � �� �  

A 

B 

M 

M' 
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Le plan est souvent assimilÉ au corps des complexes. Une fois un repÈre orthonormÉ choisi, 
chaque point du plan est assimilable À un nombre complexe. Toute transformation du plan 
devient alors une fonction complexe (de � dans �) bijective dont il est envisageable de 

dÉterminer l'expression. 

La translation sous un angle complexe 

Ayant muni le plan d'un repÈre orthonormÉ, chacun de ses points M est parfaitement dÉfini 
par un couple de rÉels : ses coordonnÉes. On identifie alors le plan À �·�. 

Cette correspondance peut aussi Être faite vis-À-vis du corps des complexes �. Chaque point M 

du plan est alors repÉrÉ par un nombre complexe z qui est son affixe. La partie rÉelle de cet 
affixe est l'abscisse du point alors que la partie imaginaire en est l'ordonnÉe. 
Poursuivant sur notre lancÉe, toute transformation du plan f peut Être vue comme une 
application de � dans lui-mÊme. AprÈs les fonctions rÉelles, voici leurs consoeurs complexes. 

Nous supposons donc que le plan est muni d'un repÈre orthonormÉ ( )O; i, j
� �

.  

Si dans ce repÈre, le point M a pour coordonnÉes ( )M Mx ;y  alors son affixe z est donnÉ par :  

M Mz x .y= + i  

IntÉressons-nous À la translation f  de vecteur ( )u uu x ;y� �
�

 et surtout À son apparence 

complexe. 

Si M' est l'image de M par la translation f alors MM' u=
������ �

 et il vient que  M' M u

M' M u

x x x

y y y

= +�
�

= +	

�

�
. 

Si z' dÉsigne l'affixe du point M' et u celui du vecteur u
�

 alors nous avons : 

( )z' z z= = +f u  

Vue sous un angle complexe, une translation f est une application de la forme  f(z) = z + u. 
Et rÉciproquement, Toute application de cette forme est une translation de vecteur 

( )u partie rÉelle de   ;  partie imaginaire de u u
�

. 

 

 
 

Conclusion : Toute application complexe :

z z



ջ



ջ +

f

u

ℂ ℂ   est gÉomÉtriquement une 

translation de vecteur u
�

 dont u est l'affixe. Et rÉciproquement ! 

http://www.tanopah.com/ADS/bloc7/complexealpha.php
http://www.tanopah.com/ADS/bloc7/complexealpha.php?page=complexeB


Mon voyage au pays des isomÉtries 

Une aventure racomptÉe par JÉrÔme ONILLON et mise en ligne par la taverne de l'Irlandais (www.tanopah.com) 
Page 5 sur 26 

La rotationLa rotationLa rotationLa rotation    
La rotation est abordÉe en troisiÈme et Éventuellement complÉtÉe en seconde. L'idÉe gÉnÉrale 
est celle du dÉplacement le long d'un cercle d'un certain nombre de degrÉ dans un certain 
sens. En quelque sorte, on orbite. La dÉfinition que l'on en donne s'inspire de ces idÉes. 
 

 
 

La rotation de centre A et d'angle ˺ est souvent notÉe A,˺r . 

Sur la figure ci-contre, le triangle MNP a pour 
image le triangle M'N'P' par la rotation de centre A 

et d'angle 
11

30
̉ . 

Cela signifie que l'on doit faire pivoter ou tourner 
le triangle MNP de 66� dans le sens 
trigonomÉtrique autour du point A. 

Les trois angles orientÉs ( )AM,AM'
����� �����

, ( )AN,AN'
���� �����

 et 

( )AP,AP'
���� ����

 mesurent tous les trois 
11

30
̉  radians. 

 
Nous informons notre lecteur que de plus amples 
prÉcisions sur les rotations et les angles orientÉs 
attendent notre lecteur sur le site la taverne de 
l'Irlandais.  
 
ConcrÈtement, la rotation ne dÉforme pas les objets. A l'instar de la translation, elle conserve 
les formes l'alignement, les angles, le parallÉlisme et l'orthogonalitÉ. Elle prÉserve aussi 
distances et longueurs. C'est donc une isomÉtrie. 
 
L'identitÉ du plan peut Être vue comme une rotation dont l'angle est soit 0, soit un multiple de 
2̉  (c'est-À-dire un certain nombre de tours). 
 

Enfin, la rÉciproque de la rotation d'angle ˺ est une rotation de mÊme centre mais d'angle -˺.  

 

La rotation sous un angle complexe 

A l'instar des translations, une rotation f de centre C et d'angle ˺ peut Être vue comme une 
application complexe. Comme pour les translations, nous allons dÉterminer l'expression de f. 
 
La situation est donc la suivante : 

Nous supposons le plan muni d'un repÈre orthonormÉ ( )O; i, j
� �

. 

Dans celui-ci, le point M' d'affixe z' est l'image du point M d'affixe z par la rotation f. 
On appelle c l'affixe du centre C de la rotation. 

DÉfinition d'une rotation 

Dire que le point M' est l'image du M par la rotation de centre A et d'angle ˺ signifie que : 

( )
Le point M' appartient au cercle de centre A passant par M.

L'angle orientÉ AM,AM'  mesure  radians.

��
�

˺�	

����� �����  

A, A, A, A,˺ −˺ −˺ ˺= =r r r r Id� �  

N 

M 

P A A A 

M 

A 

N 

A P 

M' 

N' 
P' 

⊕⊕⊕⊕ 

http://www.tanopah.com/seconde/transfoalpha.php?page=transfo&signet=rotation
http://www.tanopah.com/seconde/trigo1alpha.php
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En termes complexes, cette derniÈre ÉgalitÉ aussi se traduire par : 

� �
ON ON'

z z '− = −c c  

Appelons ́ l'argument du nombre complexe z − c . ́ est aussi la mesure de l'angle ( )i ,ON
� ����

. 

L'argument du nombre complexe z '− c , c'est-À-dire la mesure de l'angle orientÉ ( )i ,ON'
� �����

 est 

donc Égale À  ́ + ˺. 
Utilisant toutes ces importantes dÉcouvertes, nous pouvons donc Écrire que : 

( ) ( ). . . .

z

z' z ' e z e e e z
́+˺ ́ ˺ ˺

−

− = − · = − · · = · −i i i i

c

c c c c
������������ ���������

Ecriture trigonomÉtrique
d'un nombre complexe

 

Par suite, nous en arrivons À la conclusion suivante : 
 

 
 

Bref, la rotation f a une expression complexe de la forme .e .z˺ +i b  oÙ ˺ est un nombre rÉel 

non multiple de 2.̉. 
RÉciproquement, il est lÉgitime de se demander si une application complexe du type 

.(z) e .z˺= +ig b  ne cacherait pas une rotation ? 

 

Une prÉcision : bien sÛr, nous supposons que ˺ n'est pas un multiple de 2.̉. 

En effet, dans le cas contraire, . k 2e e˺ · · ̉=i i  est Égal À 1 et donc g se limite À (z) z= +g b . 

Autrement dit, g est alors une superbe translation ! 
  

Comme ˺ n'est pas un multiple de 2.̉ alors .e ˺i  est diffÉrent de 1. Il est donc possible de 

diviser par .1 e ˺− i . En posant 
.1 e ˺

=
− i

b
c , g(z) devient : 

( ) ( ). . .z e z e z 1 e˺ ˺ ˺= · + · + · −i i ig b = c  

Autrement dit, g est la rotation de centre C d'affixe c et d'angle ˺. 
 

C 

M 

C (c) 

M(z) 

M'(z') 

O 

N 

 

i
�

 

j
�
 

˺ 

N' 

́ 

Conclusion : Si f est la rotation de centre C d'affixe c et d'angle ˺ alors pour tout point M 
d'affixe z : 

( ) ( ) ( ). . .z e z e z 1 e˺ ˺ ˺= · − + · + · −i i if c c = c
����

ou z'

 

On appelle N et N' les images respectives 
des points M et M' par la translation de 

vecteur CO
����

 qui a pour affixe -c. 
Les points N et N' ont donc pour affixes 
respectives z − c  et z'− c . 
Comme la translation conserve les angles 
orientÉs alors : 

( ) ( )ON,ON ' CM,CM'= = ˺
���� ����� ����� �����

 

De mÊme, comme les distances CM et CM' 
sont Égales et que la translation est une 
isomÉtrie, nous pouvons Écrire : 

ON = OM = OM' = ON'  
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Un exemple de rotation 

Avant de nous lancer dans quelques rÉflexions, nous allons dÉterminer l'expression complexe 
d'une rotation. 

Nous supposons donc le plan muni d'un repÈre orthonormÉ ( )O; i, j
� �

.  

IntÉressons-nous À la rotation f de centre ( )A 2; 1−   et d'angle 
3

̉
− . 

Si M' d'affixe z' est l'image du point M d'affixe z 
par la rotation f  alors  nous pouvons Écrire  : 

( )

( )

3
A A

. .
3 3

A

.
3

z' z e z z

z ' e z 1 e z

31
z ' e z . 2

2 2

̉

̉ ̉

̉

− = · −

� �
� �= · + − ·� �� �
� �

� �
= · + + · −� �� �

� �

-i

-i -i

-i

i i

 

Effectuant ce dernier produit, nous en arrivons finalement À : 

�

.
3

z'

3 1
(z) e z 1 3 .

2 2

̉
� �= · + + + −� �
� �

-i

f i  

Bref, c'est une expression trÈs simple !  
PrÉcisons que dans notre chevauchÉe peu hÉroÏque, nous avons utilisÉ le fait que : 

3 31
e cos .sin .

3 3 2 2

̉
̉ ̉� � � �

= − + − = −� � � �
� � � �

-i

i i  

Avec cette mÊme ÉgalitÉ, nous pouvons aller encore un peu plus loin, dÉpasser nos complexes 
pour dÉboucher sur des coordonnÉes. Il vient alors : 

( )3 31 1
x ' .y ' . x .y 1 3 .

2 2 2 2

3 3 3x y 1
x ' .y ' .y 1 . .x 3

2 2 2 2 2 2

� � � �
+ = − · + + + + −� � � �� � � �� �

� � � �
+ + + + + − + + −� � � �� � � �

� � � �

f

i i i i

i = i

	
�
� 	
�
�
z' ou (z) z  

Or deux nombres complexes Égaux ont des parties rÉelles et imaginaires Égales. Par suite : 

3 3x
x ' .y 1

2 2 2

3 y 1
y ' .x 3

2 2 2

�
= + + +��

�
� = − + + −�	

 

Conclusion : Si f est une application complexe du type (z) .z= +f a b  oÙ a est un 

complexe de module 1  alors  deux situations sont possibles : 

• Si  1=a   alors  f est une translation de vecteur u
�

 d'affixe b. 

• Si  1≠a   alors  f est une rotation d'angle Égal À l'argument de a et de centre C 

d'affixe 
1 −

b

a
. 

O O 

A 

M(z) 

M'(z') 

i
�

 

j
�
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Avec cette formule, il est possible de calculer les coordonnÉes d'un pont M'(x' ; y') qui serait 

l'image d'un point M(x ; y) par la rotation de centre A(2 ; -1)  et d'angle 
3

̉
− . 

Il reste juste À trouver un inconscient pour mener À la main une telle tÂche À terme ! 

ComposÉe de deux rotations 

Qu'obtient-on lorsque l'on fait une rotation, puis une autre rotation ? 
Pour savoir ce qu'est la composÉe de deux rotations, nous allons nous servir de leurs 
expressions complexes. 
 
Plantons le dÉcor et distribuons les rÔles. 

f est la rotation de centre C et d'angle ˺ et, g celle de centre D et d'angle ˺'. 
Pour nos deux rotations f et g, il existe deux constantes complexes b et b' telles que : 

.(z) e .z˺= +if b  et . '(z) e .z˺= +ig b'  

Composons ces deux transformations ! La situation est la suivante : 

( ) ( ) ( )( )
( )( )

M M' M M'' M' M

z z' (z) z '' (z ') z



ջ = 

ջ =



ջ = 

ջ = =

f g

f g

f g = g f

f g g f
 

 
Pour tout nombre complexe z, on peut Écrire que : 

( )( ) ( ). '. ' . ' . . 'o (z) z e (z) e e .z b ' e .z e .
˺ +˺˺ ˺ ˺ ˺⌈ ⌉= = · + = · + + = + +⌊ ⌋

ii i i i

c

g f g f f b' b b b'���������  

A partir de lÀ, il nous est possible de conclure : 
 

 
 

Conclusion : f et g sont deux rotations respectivement d'angles ˺ et ˺'. 

• Si la somme '˺ + ˺  est un multiple de 2.̉   alors  o (z) z= +g f c . 

A ce moment-lÀ, og f est une translation. 

• Si la somme '˺ + ˺  n'est pas un multiple de 2.̉  alors ( ). '
o (z) e .z

˺+˺= +i
g f c . 

Dans ce cas, og f  est une rotation d'angle '˺ + ˺ . 

La composÉe de deux rotations est donc soit une autre rotation, soit une translation.  

gof 
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La rÉflexionLa rÉflexionLa rÉflexionLa rÉflexion    
La rÉflexion est la premiÈre des isomÉtries (mal)traitÉes au collÈge. Beaucoup l'abordent sous 
l'angle du pliage. En fait, la rÉflexion ou symÉtrie axiale repose sur la notion de mÉdiatrice. En 
tout cas, c'est par ce biais que nous allons la dÉfinir ! 
 

 
 

La rÉflexion d'axe ˝ est souvent notÉe ˝s . Un "s" comme symÉtrie axiale. 

 
A l'instar de la translation et de la rotation, la rÉflexion conserve l'alignement, les longueurs et 
distances, le parallÉlisme et l'orthogonalitÉ. Bref, elle ne dÉforme pas les figures. 

 
Mais À la diffÉrence des deux prÉcÉdentes transformations, la symÉtrie axiale ne conserve pas 

les angles orientÉs. Sur notre figure, l'angle orientÉ ( )BA,BC
���� ����

 et son image ( )B' A,B'C '
����� ������

 sont 

opposÉs en sens et donc en mesure. 
Si la translation et la rotation sont qualifiÉes de dÉplacements, la rÉflexion est un 
antidÉplacement. 
 

Une rÉflexion d'axe ˝ est sa propre rÉciproque. On dit que c'est une involution ! Et ainsi : 

 

ComposÉe de deux symÉtries axiales 

Deux situations peuvent se prÉsenter suivant que les axes soient parallÈles ou non. 

Nous considÉrons donc deux symÉtries axiales ˝s  et '˝s . IntÉressons-nous À  '˝ ˝s s� . 

Ainsi que nous l'annoncions, deux cas peuvent se prÉsenter : 

• Les deux axes ˝̋̋̋ et ˝̋̋̋' sont parallÈles 

   
Il est clair que les points M, M' et M" sont alignÉs.  Le point I, intersection de l'axe ˝ 

avec la droite (MM'), est aussi le milieu du segment [MM']. Donc MM' 2.IM'=
������ �����

. 

De mÊme, si on appelle J le point d'intersection de l'axe ˝' avec la droite (MM') alors ce 

IJ
���

 

M M' M" 
I J 

˝̋̋̋' ˝̋̋̋ 

DÉfinition d'une rÉflexion 

Dire que le point M' est l'image du M par la rÉflexion d'axe ˝  signifie que : 

• Si M appartient À l'axe ˝  alors  M' est confondu avec M. 

• Si M ne fait pas partie de l'axe ˝  alors  ˝ est la mÉdiatrice du segment [MM']. 

A 

B 
C 

C' 

B' 

˝ 

˝ ˝ =s s Id�  

La situation est la suivante : 
Si M est un point du plan alors on 
appelle M' son symÉtrique par 

rapport À ˝.  

M" est l'image de M' par '˝s . Ainsi 

avons-nous : 

( )' M M"˝ ˝ =s s�  
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point est Également le milieu du segment [M'M"]. Donc M'M" 2.M' J=
�������� ������

. 
Utilisant ces deux ÉgalitÉs, nous pouvons Écrire que : 

                    ( )MM" MM' M'M" 2.IM' 2.M' J 2. IM' M' J 2.IJ= + = + = + =
������� ������ �������� ����� ������ ����� ������ ���

  

Le vecteur IJ
���

 ne dÉpend pas du point M mais des seuls axes ˝ et ˝'. 

L'isomÉtrie '˝ ˝s s�  est donc la translation de vecteur 2.IJ
���

 

 

 
 

• Les deux axes sont sÉcants en un point O 

 
Comme M' est le symÉtrique de M par rapport À la droite ˝ alors cette derniÈre est la 
mÉdiatrice du segment [MM']. Plus particuliÈrement, le triangle OMM' est isocÈle en O. 
Ceci implique que les cÔtÉs OM et OM' sont Égaux et aussi que les angles orientÉs 

( )OM,u
����� �

 et ( )u,OM'
�������

 ont des mesures Égales. En rÉsumÉ : ( ) ( )
OM OM'

OM,u u,OM'

=��
�

= = ́�	

����� ������� �  

De la mÊme maniÈre, M" Étant le symÉtrique de M' par rapport À la droite ˝', le triangle 

OM'M" est isocÈle en O. Cela nous conduit À ( ) ( )
OM' OM"

v,OM" OM', v

=��
�

= = ˺ − ́�	

������ ������� �  

Nous venons de mettre en Évidence deux choses : 
D'abord, vu que OM OM' OM"= = , M" est sur le cercle de centre O passant par M. 
Ensuite d'un point de vue angulaire, nous pouvons Écrire : 

    ( ) ( ) ( ) ( ) ( )OM,OM" OM,u u,OM' OM', v v,OM" 2.= + + + = ́ + ́ + ˺ − ́ + ˺ − ́ = ˺
����� ������ ����� ������ ������ ������� � � �

 

Le rÉel ˺ ne dÉpend que de la position des deux axes ˝ et ˝'. Il ne dÉpend pas de M. 
Nous pouvons conclure que le point M" est l'image du point M par la rotation de centre 

O et d'angle 2.˺. 

L'isomÉtrie '˝ ˝s s�  est donc la rotation de centre O et d'angle 2.˺. 

 

 
 

Le thÉorÈme de dÉcomposition 

Les rÉsultats auxquels nous sommes parvenus, vont bien au-delÀ d'une simple composÉe car 
ils permettent de dire qu'une translation ou une rotation peuvent Être vues comme les 
composÉes de deux rÉflexions. Voyons cela dans le dÉtail ! 

O 

M 

M' 

M" 

O 

M 

˝ ˝' 

u
�

 v
�

 
˺˺˺˺ 

́́́́ 

Conclusion : La composÉe de deux rÉflexions d'axes parallÈles est une translation. 

Conclusion : La composÉe de deux rÉflexions d'axes sÉcants est une rotation. 

Plantons le dÉcor de nos Ébats ! 

Les axes ˝ et ˝' se coupent en O. 
Pour tout point M du plan, on appelle M' 

son image par ˝s . 

M" est l'image de M' par '˝s . 

u
�

 et v
�

 sont deux vecteurs directeurs des 

axes ˝ et ˝'. 

˺ est la valeur de l'angle orientÉ ( )u, v
� �

. 

́ est celle de l'angle orientÉ ( )OM,u
����� �

. 

Tout est en place pour la manoeuvre ! 
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• Avec la translation de vecteur u
�

 

On appelle ˝ une droite dont un vecteur normal est u
�

. La droite ˝' est son image par la 

translation de vecteur 
u

2

�

. 

                                                      
De part ce qui a ÉtÉ fait prÉcÉdemment, nous pouvons dire que la composÉe '˝ ˝s s�  est 

la translation de vecteur 
u

2. u
2
=
�
�

. 

• Avec la rotation de centre A et d'angle ˺˺˺˺ 

Appelons ˝ une droite passant par le point A. ˝' est son image par la rotation de centre 

A et d'angle 
2

˺
. 

                                                      
En utilisant ce qui a ÉtÉ fait, nous pouvons dire que '˝ ˝s s�  est aussi la rotation A,˺r . 

 

 
 
Par la suite, nous rÉutiliserons ce "thÉorÈme de dÉcomposition". 

La rÉflexion sous un angle complexe 

Nous allons dÉterminer la forme complexe d'une rÉflexion ˝s . Pour y parvenir, nous 

procÉderons en deux Étapes. 

1. L'axe de symÉtrie ˝̋̋̋ passe par l'origine 

 
Comme M' est le symÉtrique de M par rapport À la droite ˝ alors cette derniÈre est la 
mÉdiatrice du segment [MM'] et le triangle OMM' est isocÈle en O. 

Ceci implique que OM OM'=  et aussi que les angles ( )OM,u
����� �

 et ( )u,OM'
�������

 sont Égaux. 

D'un point de vue angulaire, nous avons :  

                                        ( )i ,OM = ́
� �����

                 ( ) ( )u,OM' OM,u= = ˺ − ́
������ ������ �

 

Donc ( ) ( ) ( ) ( )i ,OM' i,OM OM,u u,OM' 2.= + + = ́ + ˺ − ́ + ˺ − ́ = ˺ − ́
� ������� ����� ����� ������� �

 

O 

M 

M' 

˺˺˺˺ ́́́́ 

˝̋̋̋ 

i
�

 

j
�

 
u
�

 

˺/2 
A 

˝ 

˝' 

/2u
�

 

˝ ˝' 

u
�

 

Conclusion : Toute translation et toute rotation est la composÉe de deux rÉflexions. 

La droite ˝ passe par l'origine. u
�

 est 
l'un de ses vecteurs directeurs. 

On appelle ˺ une mesure de l'angle 
orientÉ qu'elle fait avec l'axe des 

abscisses ( )O, i
�

. 

On note ́ l'argument du point M. 
Enfin, M' est l'image de M par la 

rÉflexion ˝s . 
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Si on appelle z et z' les affixes respectifs des points M et M', nous savons : 

 ♦ Ils ont des modules Égaux car  OM = OM'. 

 ♦ L'argument de z' est Égal À 2.˺ − ́ . 
Par suite, nous pouvons Écrire : 

                   ( ). 2. .2. .2. .2.z' z ' .e z e e e z e e .z
˺−́ ˺ − ́ ˺ − ́ ˺= · = · · = · · =i i i. i i. i

�������

ConjuguÉ de z

 

 

  
 

2. L'axe de symÉtrie ˝̋̋̋ ne passe pas par l'origine 

 
A l'instar de toutes ses consoeurs, la rÉflexion '˝s  est une involution. Comprenez par lÀ 

qu'elle est sa propre rÉciproque. Plus mathÉmatiquement ' '˝ ˝ =s s Id� . 

MÊme si cela n'apporte rien, nous pouvons donc Écrire : 

                                                                 ' '˝ ˝ ˝ ˝=s s s s� �

�������

IdentitÉ

 

Comme leurs deux axes sont parallÈles, la composÉe des rÉflexions ˝s  et '˝s  est la 

translation de vecteur OO'
�����

. L'ÉgalitÉ prÉcÉdente devient donc : 

                                                                

'

'OO'

˝ ˝

˝ ˝=

s s

s t s�����

�

�

����

 

'˝s  est une rÉflexion dont l'axe passe par l'origine. Son expression complexe est : 

                                                                    2. .(z) e .z˺
˝ = is  

De plus, la translation 
OO'

t�����  a pour expression complexe : 

                                                                    ( )OO'
z z= +t b�����  

oÙ b est l'affixe du point O' qui est le symÉtrique de l'origine par rapport À l'axe ˝. 
Pour tour nombre complexe z, nous pouvons donc Écrire : 

                                      ( ) ( )2. . 2. .
'OO'

(z) (z) e .z e .z˺ ˺
˝ ˝= = + = +i is t s b b�����  

Nous avons trouvÉ ce que nous cherchions : l'expression complexe d'une rÉflexion.  
  

 

˝̋̋̋ 

˝̋̋̋' 

i
�

 

j
�

 

O'(b) 

˺˺˺˺ 

O 

˺˺˺˺ 

u
�

 u
�

 

Conclusion : La rÉflexion ˝s  a pour expression complexe 2. .(z) e .z˺
˝ = is  

Conclusion : La droite ˝ a pour de vecteur directeur u
�

. ˺ est une mesure de l'angle 

orientÉ ( )i ,u
�
�

. Le point O' qui est l'image de l'origine par la rÉflexion '˝s , a pour affixe b.  

                          Pour tout nombre complexe z,    2. .(z) e .z˺
˝ = +is b  

Plantons le dÉcor de nos exploits À 
venir ! 

L'axe de symÉtrie ˝ ne passant pas 

par l'origine, on appelle ˝' sa 
parallÈle passant par O. 
Le point O' est le symÉtrique de 

l'origine O par rapport À l'axe ˝. 

Si u
�

 un vecteur directeur de ˝ alors 

il l'est aussi pour ˝'. 

Enfin, ˺ est une valeur de l'angle 

orientÉ ( )i ,u
�
�

. 
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Essayons d'amÉliorer cette expression complexe. En particulier, nous allons chercher À 
expliciter cette constante b. 

La constante complexe b est l'affixe du point O' symÉtrique de l'origine par rapport À l'axe ˝. 

Cela implique que la droite (OO') est perpendiculaire À l'axe ˝. 

 
Cette dÉcouverte nous amÈne À une nouvelle et finale conclusion. 
  

 
 
Dans cette derniÈre expression complexe, les plus perspicaces d'entre nous verront la 

composÉe d'une rÉflexion d'axe celui des abscisses, d'une rotation de centre O et d'angle ˺, 

puis d'une translation verticale de vecteur . jk
�

et enfin d'une nouvelle rotation de centre O et 

d'angle ˺. Cela, car ils auront remarquÉ l'enchaÎnement : 

( ). jO, O,(Oi ) . . . .z z e .z e .z . e . e .z .˺ ˺˺ ˺ ˺ ˺


ջ 


ջ 


ջ + 


ջ +k
ts r ri i i ik i k i
��

 

 
RÉciproquement, il est aisÉ de prouver qu'une application complexe f de la forme  

2. .(z) e .z˺= +if b  

 oÙ b est un nombre complexe ayant pour argument 
2

̉
˺ � , est gÉomÉtriquement une 

rÉflexion. 

˝̋̋̋ 

i
�

 

j
�

 

O'(b) 

O 

˺˺˺˺ 

u
�

 

̉/2 

-̉/2 

Conclusion : Si l'angle orientÉ de l'axe ˝ avec l'axe des abscisses a pour mesure ˺ alors : 

Pour tout nombre complexe z,    ( )2. . . . .(z) e .z e . e . e .z .˺ ˺ ˺ ˺
˝ = + · = +i i i is k i k i  

oÙ k est une constante rÉelle. 

Donc un argument du nombre complexe b 

est 
2

̉
˺ � . Par suite : 

( )

.
2

.
. .2

e

e e e

̉� �˺�� �
� �

̉
�˺ ˺

= ·

= · · = · · �

i

i
i i

b b

b b i

 

Cette constante b est donc de la forme : 
.e .˺= ·ib k i  

oÙ k est un nombre rÉel quelconque. 
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Par delÀ Par delÀ Par delÀ Par delÀ desdesdesdes composÉe composÉe composÉe composÉessss : À la recherche de l'isomÉtrie perdue : À la recherche de l'isomÉtrie perdue : À la recherche de l'isomÉtrie perdue : À la recherche de l'isomÉtrie perdue    
AprÈs avoir ÉvoquÉ les isomÉtries que nous connaissions À la fois sous un angle gÉomÉtrique 
et sous un angle complexe, la question qui se pose est de savoir s'il en existe d'autres espÈces. 
La composÉe de deux isomÉtries en est une autre. En composant entre elles translations, 
rotations et rÉflexions, peut-Être obtiendrons-nous de nouveaux spÉcimens d'isomÉtries. 

La composÉe d'une rotation et d'une translation 

Nous considÉrons une translation ut �  et la rotation A,˺r . 

Notre but est de savoir quel type d'isomÉtrie sont les composÉes A, u˺r t��  et u A,˺t r�
� . Pour ce 

faire, nous allons nous appuyer sur les expressions complexes de ces deux transformations. 
Si on appelle u l'affixe du vecteur u

�

 alors pour tout complexe z, nous avons :  

u (z) z= +t u�  

Si on note a l'affixe du centre A alors pour tout nombre complexe, nous savons : 

( ). .
A, (z) e z 1 e˺ ˺
˺ · + · −i ir = a  

Bien sÛr, nous supposons que l'angle ˺ n'est pas un multiple de 2̉. Si tel n'Était pas le cas, 

l'expression prÉcÉdente serait celle d'une translation vu que .e ˺i  serait Égal À 1 ! 
 
Sachant tout cela, nous pouvons Écrire que : 

1. La composÉe d'une rotation et d'une translation 
Pour tout nombre complexe z : 

( )

( ) ( ) ( )
A, u A, u

. . . . . .

(z) (z)

e z 1 e e z 1 e e e z

˺ ˺

˺ ˺ ˺ ˺ ˺ ˺

=

= · + + · − = · + · − + · = · +i i i i i i

b

r t r t

u a a u b

� �
�

������������������

 

Donc la composÉe A, u˺r t��  est une rotation d'angle ˺ et de centre un certain point C 

dont l'affixe est 
.1 e ˺− i

b
. 

  
2. La composÉe d'une translation et d'une rotation 

Pour tout nombre complexe z : 

( )
( ) ( )

A,

u A, u A,

. . . . .

(z)

(z) (z)

e a 1 e e z 1 e e z

˺

˺ ˺

˺ ˺ ˺ ˺ ˺

=

= · + · − + = · + · − + = · +i i i i i

r b

t r t r

a u a u b

� �
�

������������������ �������������

 

Donc la composÉe u A,˺t r�
�  est une splendide rotation d'angle ˺ et de centre un autre 

point C dont l'affixe est 
.1 e ˺− i

b
.  

 

 
 
Ce premier couple n'ayant pas enfantÉ une nouvelle espÈce d'isomÉtrie, passons À un autre !  

La composÉe d'une translation et d'une rÉflexion 

Les deux acteurs de notre aventure sont la rÉflexion ˝s  et la translation ut �  oÙ u 0≠
��

. 

Conclusion : la composÉe d'une translation et d'une rotation est une rotation. 
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Nous allons nous pencher sur les composÉes u ˝t s�
�  et u˝s t �� . En fait, nous parlerons d'abord 

pour la premiÈre composÉe, puis nous en dÉduirons des choses pour la seconde. 
Nous devons envisager plusieurs cas suivant ce qu'est le vecteur de translation par rapport À 
l'axe de symÉtrie. 

1. Le vecteur u
�

 est un vecteur normal de ˝̋̋̋ 

Traitons d'abord le cas de la composÉe u ˝t s�
� . 

 
La translation ut �  peut Être vue comme Étant la composÉe '˝ ˝s s� . Par suite : 

                                                 u ' '˝ ˝ ˝ ˝ ˝
=

= =
Id

t s s s s s�
� � �

������

 

car la rÉflexion est une involution. 
Quoiqu'il en soit, la composÉe d'une translation par une symÉtrie axiale est une autre 

symÉtrie axiale. Voyons ce qu'il en est avec l'autre composÉe u˝s t �� . 

 
La translation ut �  est aussi la composÉe de symÉtries axiales "˝ ˝s s� . Il vient alors : 

                                                  u " "˝ ˝ ˝ ˝ ˝
=

= =
Id

s t s s s s�
� � �

������

 

Donc u˝s t ��  est une rÉflexion. 

 

 
 
Bref, nous n'avons pas dÉcouvert de nouveaux montres ! Envisageons un autre cas. 
 

2. Le vecteur u
�

 est un vecteur directeur de ˝̋̋̋ 

CommenÇons par la composÉe u˝s t �� . La situation est alors la suivante : 

 
 
 

C 

C' 
B 

A 

B' 

B" 

A' 

A" 

˝ 

u
�

 

Conclusion :  Lorsque le vecteur de translation est normal À l'axe de symÉtrie 
alors la composÉe d'une translation et d'une rÉflexion (ou le contraire) est une 
autre rÉflexion dont l'axe est parallÈle au premier. 

/2u
�

 

˝" ˝ 

u
�

 

/2u
�

 

˝ ˝' 

u
�

 

Etre un normal À une droite signifie avoir une 
directeur perpendiculaire. 

Appelons ˝' l'image de la droite ˝ par la translation de 

vecteur 
u

2

�

. 

La situation est À peu prÈs similaire sauf que nous 

appellerons ˝" l'image de la droite ˝ par la translation 

de vecteur 
u

2
−
�

. 

On appelle A', B' et C' les 
images respectives des 
points A, B et C par la 

translation ut � . 

Puis, ces trois points ont 
pour symÉtriques A", B" et 

C' par rapport À l'axe ˝. 
Ce qui fait que les points A", 
B" et C' sont les images 
respectives de A, B et C par 
la composÉe u˝s t �� . 
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Le peu d'expÉrience que nous avons des isomÉtries, nous conduit À dire que u˝s t ��  ne 

ressemble À rien de ce que nous connaissons. Il n'y a qu'À voir les orientations des 
triangles successifs. Cela dit, mÉfions-nous de nos prÉjugÉs. Car peut-Être tout cela 
cache-t-il une symÉtrie axiale ou une rotation que nous n'aurions pas vue ?  
Pour savoir ce sur quoi nous sommes tombÉs, nous allons regarder si la composÉe 

u˝s t ��  admet des points fixes, c'est-À-dire des points qui sont leurs propres images. 

 

Supposons que u˝s t ��  admette (au moins) un point fixe F.  

Nous appelons F' son image par la translation ut � . Donc : FF' u=
���� �

. 

Comme le vecteur u
�

 est non nul alors les points F et F' sont distincts. 

Ensuite, F Étant un point fixe de u˝s t ��  alors le symÉtrique de F' par rapport ˝ À est F.  

                                                                                                         
Comme F est le symÉtrique de F' par rapport À l'axe ˝ alors cette derniÈre droite est la 
mÉdiatrice [FF'].  

Une prÉcision : il est clair que F' ne fait pas partie de l'axe ˝ car sinon il serait sa 
propre image. Or F' et F sont distincts. Parler du segment [FF'] a donc un sens. 

Reprenons : u
�

 Étant un vecteur directeur de ˝ alors les vecteurs non nuls FF '
����

 et u
�

 
sont donc orthogonaux ! 
Or nous avons vu qu'ils Étaient aussi Égaux ! 
Et Être Égaux, non nuls et orthogonaux, c'est trÈs dur ! Tellement que Ça n'existe pas 
dans notre espace qu'est le plan ! 
Dans tout ce que nous avons fait, il est clair que nous avons supposÉ vraie une chose 

qui ne l'Était pas. Nous avons supposÉ À tort que la composÉe u˝s t ��  admettait un 

point fixe. Cette absurditÉ nous prouve qu'elle ne peut pas en avoir !  

Donc u˝s t ��  n'est donc ni une rotation (un point fixe qui est le centre), ni une symÉtrie 

axiale (les points fixes sont ceux de l'axe de symÉtrie) ! 
 

Cela dit des isomÉtries sans point fixe, Ça existe ! u˝s t ��  est peut-Être une translation. 

Pour trancher cette inquiÉtante question, plaÇons-nous dans la situation suivante : 

  
Le point A' n'appartenant pas À l'axe de symÉtrie, il est donc distinct de son image A". 

En tous cas, les points A et B ont pour images respectives A" et B' par u˝s t �� . 

Or, nous pouvons Écrire que : 

                                  AA " AA ' A ' A " u A ' A " BB' A ' A " BB'= + = + = + ≠
������ ����� ������� ������� ����� ������� ������

�����

Vecteur non nul

 

La composÉe u˝s t ��  ne peut donc Être une translation. Pour cela, il aurait fallu que 

l'on passÂt de A en A" et de B en B' selon un mÊme vecteur ! 

B 

B' 

A 

A' 

A" 

˝ 

u
�

 

uF F ' F˝

ջ 

ջt s�

 

u˝s t ��  

A et B sont deux points du 
plan, le second faisant 

partie de l'axe ˝, le 
premier non. 
On appelle A' et B' leurs 
images respectives par la 
translation de vecteur u

�

. 

B' faisant partie de l'axe ˝, 
il est sa propre image par 
la rÉflexion ˝s . 
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DÉsormais, nous pouvons l'affirmer : 
 

 
 

u˝s t ��  est une isomÉtrie d'un nouveau type que l'on appelle symÉtrie glissÉe suggÉrant 

par lÀ qu'elle conjugue symÉtrie axiale et dÉplacement. Nous reviendrons 
ultÉrieurement sur les propriÉtÉs de cette nouvelle espÈce d'isomÉtrie. 

Dans l'immÉdiat, nous allons nous intÉresser À l'autre composÉe u ˝t s�
� . 

 
La composition est rarement commutative. Pourtant, ici elle l'est ! Nous devons 

prouver que pour tout point A, ( ) ( )u uA A˝ ˝=t s s t� �
� � . 

 

Lorsque le point A appartient À l'axe ˝, les choses sont relativement claires. 

 
u
�

 Étant un vecteur directeur de ˝, le point A' appartient À l'axe ˝ comme A. 
Ensuite, nous pouvons Écrire deux choses : 

D'abord :  ( ) ( )u A A ' A '˝ ˝= =s t s�
�    car A' appartient À l'axe ˝. 

Ensuite :  ( ) ( )u uA A A '˝ = =t s t� �
�      car A appartient aussi À l'axe ˝. 

Bref, pour tout point A de l'axe ˝, nous avons l'ÉgalitÉ : ( ) ( )u uA A˝ ˝=t s s t� �
� �  

 
Voyons maintenant ce qu'il en est lorsque le point A n'appartient pas l'axe ! 

 
 
Nous devons prouver que A" est l'image de B par la translation de vecteur u

�

. 

Comme u
�

 est un vecteur directeur de ˝ alors les droites (AA') et (IJ) sont parallÈles. 

De plus, les droites (AI) et (A'J) Étant perpendiculaires À l'axe ˝ alors elles sont 
parallÈles entre elles. 
Ayant ses cÔtÉs opposÉs parallÈles deux À deux, le quadrilatÈre non croisÉ AA'JI est un 

parallÉlogramme. D'oÙ les ÉgalitÉs  AA ' u IJ= =
����� ����

  et  AI A ' J=
��� �����

. 
Comme I et J sont les milieux respectifs des segments [AB] et [AA"] alors : 

                                                              IB AI A ' J JA "= = =
��� ��� ����� �����

 

L'ÉgalitÉ IB JA "=
��� �����

 nous indique que IJA"B est un parallÉlogramme. De lÀ, il vient :                                                                     

                                                                   BA " IJ u= =
����� ��� �

 
Donc A" est l'image de B par la translation de vecteur u

�

. Par consÉquent, il est aussi 

l'image de A par la composÉe u ˝t s�
� .  

Nous avons prouvÉ que pour tout point A : ( ) ( )u uA A " A˝ ˝= =t s s t� �
� �  

 
Conclusion : A l'instar de la composÉe u˝s t �� , u ˝t s�

�  est aussi symÉtrie glissÉe. 

Conclusion : u˝s t ��  n'est ni une translation, ni une rotation, ni une rÉflexion. 

A 

B A" 

A' 

I J 

u
�

 

˝ 

??? 

u
�

 A A' ˝ 

Plantons le dÉcor de nos Ébats ! 
A est un point du plan n'appartenant pas À 

l'axe ˝. 

Nous appellerons A' son image par ut � .  

Si A" est le symÉtrique de A' par rapport À 

l'axe de ˝ alors ( )u A A "˝ =s t ��  

Enfin, nous baptisons B le symÉtrique de 
A par rapport À ˝. 

Appelons A' l'image de A par ut � . 
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3. Le vecteur u
�

 n'est pas un vecteur directeur de ˝̋̋̋ et n'y est pas normal 
Pour traiter ce cas, nous allons utiliser les deux prÉcÉdents. 

 
Si nous parlions de gÉomÉtrie analytique, nous pourrions dire que nous dÉcomposons 

le vecteur u
�

 dans un repÈre orthonormÉ dont ˝ est l'axe des abscisses. Quoiqu'il en 
soit, nous avons la double ÉgalitÉ : 

                                                                  u v w w v= + = +
��� ���� � �

 
D'un point de vue "translation", elle se traduit par : 

                                                                  u v vw w
= =t t t t t��� ���� � �
� �  

A partir de lÀ, nous pouvons nous prononcer sur les composÉes qui nous intÉressent : 

D'abord :  u v v ' vw w˝ ˝ ˝ ˝
˝˝

˝
˝

= = =s t s t t s t t s t��� ���� � � �

����

� � � � � �

������������
v est parallÈle À 'w est normal À 

C'est une symÉtrie glissÉeC'est une rÉflexion d'axe '
parallÈle À 

 

Ensuite :   u v v v 'w w˝ ˝ ˝ ˝
˝˝

˝
˝

= = =t s t t s t s t t s��� ���� � � �

����

� � � � � �

������������
v est parallÈle À 'w est normal À 

C'est une symÉtrie glissÉeC'est une rÉflexion d'axe '
parallÈle À 

 

 

 
 

La composÉe d'une translation et d'une rÉflexion nous a donc amenÉ À dÉcouvrir une nouvelle 
isomÉtrie. AprÈs toutes ces aventures, une belle conclusion s'impose ! 
 

 
 

Dans le prochain paragraphe, nous Étudierons en dÉtail cette nouvelle isomÉtrie qu'est la 
symÉtrie glissÉe. Dans l'immÉdiat, nous allons nous intÉresser À la composÉe d'une rotation et 
d'une rÉflexion. Qui sait ? Peut-Être, aboutirons-nous À un nouveau type d'isomÉtrie ? 

La composÉe d'une rotation et d'une rÉflexion 

Nous allons travailler avec la rotation A,˺r  et la symÉtrie axiale ˝s . Nous supposerons que 

l'angle ˺ de la rotation n'est pas un multiple de 2̉ pour que la rotation ne soit pas l'identitÉ. 
 

CommenÇons par traiter le cas de la composÉe A,˺ ˝r s� . 

Le thÉorÈme de dÉcomposition nous permet de dire que la rotation A,˺r  peut Être vue comme 

 

Conclusion : Les deux composÉe u˝s t ��  et u ˝t s�
�  sont des symÉtrie glissÉes. 

A ˺/2 

˝ 

D 

D' 

˝ 

u
�

 w
���

 

v
�

 

Conclusion : La composÉe d'une rÉflexion et d'une translation est : 

• Une autre rÉflexion d'axe parallÈle lorsque le vecteur de translation est normal À 
l'axe de symÉtrie. 

• Une symÉtrie glissÉe sinon. 
 

Le vecteur u
�

 peut Être vu comme Étant la 

somme d'un vecteur directeur v
�

 de ˝ et de 

l'un de ses vecteurs normaux w
���

. 

Étant une composÉe de deux rÉflexions Ds  et D's  

dont les deux axes sont sÉcants en A et dont l'angle 

orientÉ (D ; D')  mesure 
2

˺
 

Nous dÉcidons que la droite D est parallÈle À l'axe ˝. 
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Nous pouvons Écrire que : 

A, u˺ ˝ ˝ ˝= = =D' D D' D D'

D'

r s s s s s s s s t

���

�

�

� � � � � �

������ ������

Axes parallÈles
C'est une translation dont le  vecteur 

 u  est normal À ces deux axes

u n'est pas normal À 
C'est une symÉtrie glissÉe

 

 

IntÉressons-nous À prÉsent À l'autre composÉe A,˝ ˺s r�  ! 

 
Ayant plantÉ le dÉcor de nos Ébats, nous pouvons entamer la manoeuvre : 

A, u˝ ˺ ˝ ˝= = =D' D D' D D

D

s r s s s s s s t s

���

�

�

� � � � � �

������� ������

Axes parallÈles
C'est une translation dont le  vecteur 

 u  est normal À ces deux axes

u n'est pas normal À 
C'est une symÉtrie glissÉe

 

 
Ainsi pouvons-nous conclure que : 

 

 

Une autre isomÉtrie au-delÀ de la symÉtrie glissÉe ? 

Ayant dÉcouvert une nouvelle isomÉtrie À partir de trois que nous connaissions, il se peut que 
d'autres espÈces Émergent de composÉes impliquant des symÉtries glissÉes. Nous nous 
remettons en route, À la recherche d'une isomÉtrie inconnue. 
 
MÊme si nous reviendrons dessus en dÉtail, il n'est pas inutile de rappeler ce que nous 
entendons par symÉtrie glissÉe.  

De notre point de vue, une symÉtrie glissÉe est la composÉe d'un rÉflexion ˝s  et d'une 

translation ut �  dont le vecteur est parallÈle À l'axe de symÉtrie. Nous savons que dans un tel 

cas, les deux isomÉtries commutent : la composÉe  u˝s t ��  est aussi u ˝t s�
� . 

Ayant rappelÉ ces rÉsultats, nous pouvons dÉmarrer... 
 

1. La composÉe d'une translation et d'une symÉtrie glissÉe 

Nous allons travailler avec la translation vt�  et la symÉtrie glissÉe u u˝ ˝= =g s t t s� �
� � . 

Utilisant ce qui a ÉtÉ fait tant pour les translations que juste avant, nous avons : 

D'abord  v u v u v˝ ˝ += =g t s t t s t� �� � �
� � � �

����� �������

RÉflexion ou symtrie glissÉeComposÉe de translations

 

Ensuite   v v u v u˝ + ˝= =t g t t s t s� �� � �
� � � �

����� �������

RÉflexion ou symtrie glissÉeComposÉe de translations

 

 

 
 

2. La composÉe d'une rotation et d'une symÉtrie glissÉe 

Les protagonistes de notre affaire sont la rotation A,˺r  et la symÉtrie glissÉe 

Conclusion : la composÉe d'une translation et d'une symÉtrie glissÉe est une 
rÉflexion ou une symÉtrie glissÉe. 
 

Conclusion : La composÉe d'une rotation et d'une rÉflexion (ou le contraire) est une 
symÉtrie glissÉe.  
 

A 

˺/2 

˝ 

D' 

D 

LÀ encore, la rotation A,˺r  peut Être vue comme Étant la 

composÉe D D's s� . 

Seule diffÉrence avec le cas prÉcÈdent : nous choisissons 

la droite D' parallÈle À l'axe ˝. 
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u u˝ ˝= =g s t t s� �
� �  oÙ le vecteur u

�

 est un vecteur directeur de l'axe de symÉtrie ˝. 

Si vous ce qu'est une composÉe d'une rotation avec une translation ou avec une 
rÉflexion, alors vous allez comprendre ce qui suit :  

D'abord   A, u A, B,˺ ˝ ˺ ˝ ˺= =g r s t r s r�
� � � �

������� �������

C'est une symtrie glissÉeC'est une rotation

 

Ensuite    A, A, u B,˺ ˺ ˝ ˺ ˝= =r g r t s r s�
� � � �

������� �������

C'est encore une symtrie glissÉeC'est encore une rotation

 

 

 
 

3. La composÉe d'une rÉflexion et d'une symÉtrie glissÉe 

Les acteurs de notre histoire nous la sympathique rÉflexion Ds  et la sÉmillante 

symÉtrie glissÉe u u˝ ˝= =g s t t s� �
� �  oÙ le vecteur u

�

 est encore colinÉaire À ˝. 

Pour notre affaire, il suffit juste de se rappeler ce que donnent les composÉe de deux 
rÉflexions ainsi que d'une rotation et d'une translation. A l'attaque !  

D'abord   u ˝= =D Dg s t s s�
� � �

������

C'est une rotation
ou une translation

 Rotation ou translation  

Ensuite    u˝= =D Ds g s s t �� � �

������

C'est une rotation
ou une translation

 Rotation ou translation  

 

 
 

4. La composÉe de deux symÉtries glissÉes  

Nous considÉrons deux symÉtries glissÉes u u˝ ˝= =g s t t s� �
� �  et ' v v '˝ ˝= =h s t t s� �

� � .  

Bien sÛr, pour chaque symÉtrie glissÉe, le vecteur de translation est rÉputÉ directeur de 
l'axe de symÉtrie de la rÉflexion correspondante. 
Pour cette affaire, seules deux choses sont À savoir. D'abord, une composÉe de deux 
rÉflexions est soit une rotation, soit une translation. Ensuite, une composÉe de 
rotations et translations est soit une rotation, soit une translation. 

                           u v˝= =Dg h t s s t� �
� � � �

������

Rotation ou translation

 Rotation ou translation  

 

 
 

Pour certains, la dÉception est immense mais nous n'avons pas dÉcouvert de nouvelle 
isomÉtrie. Peut-Être n'en existe-t-il pas d'autres que les quatre que nous connaissons ? 
Plus tard, nous essayerons de rÉpondre À cette boulversifiante question avec les points fixes. 
Dans l'immÉdiat, nous allons revenir sur cette nouvelle isomÉtrie qu'est la symÉtrie glissÉe. 

Conclusion : la composÉe de deux symÉtries glissÉes est une rotation ou une 
translation. 

Conclusion : la composÉe d'une symÉtrie axiale et d'une symÉtrie glissÉe est une 
rotation ou une translation 
 

Conclusion : la composÉe d'une rotation et d'une symÉtrie glissÉe est une autre  
symÉtrie glissÉe. 
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La symÉtrie glissÉeLa symÉtrie glissÉeLa symÉtrie glissÉeLa symÉtrie glissÉe    
Lorsque nous l'avons rencontrÉe, nous avons dÉfini la symÉtrie glissÉe comme Étant la 
composÉe d'une rÉflexion et d'une translation de vecteur colinÉaire À l'axe de symÉtrie. 
En fait, nous aurions Être beaucoup gÉnÉraux et gÉnÉreux en dÉclarant : 
 

 
 
Cette dÉfinition appelle plusieurs remarques : 

• La symÉtrie glissÉe est un anti-dÉplacement car elle change les angles orientÉs en leur 
opposÉ. Elle hÉrite cette propriÉtÉ de la rÉflexion. 

• Le vecteur de translation ne peut Être normal À l'axe de symÉtrie car la composÉe est 
alors une rÉflexion. 
Pour cette mÊme raison, le vecteur de translation ne peut Être nul. 
Cependant, certains considÈrent que les symÉtries axiales sont des symÉtries glissÉes 
particuliÈres. 

• Ensuite, nous parlons d'une composÉe rÉflexion/translation mais notre dÉfinition vaut 
aussi pour l'autre sens de composition translation/rÉflexion. 

 

Nous avons vu que toute symÉtrie glissÉe u˝s t ��  pouvait Être ramenÉe À une autre de la forme 

vDs t��  oÙ le vecteur v
�

 est un vecteur directeur de l'axe de symÉtrie D. 

Cependant, si les deux derniÈres isomÉtries Ds  et vt�  commutent entre elles (c'est-À-dire 

v v=D Ds t t s� �
� � ), il ne va pas nÉcessairement de mÊme pour les deux premiÈres ˝s  et ut � . 

La symÉtrie glissÉe u˝s t ��  n'est pas nÉcessairement la symÉtrie glissÉe u ˝t s�
� . 

C'est notamment le cas sur l'exemple qui suit. 

 

C 

B 

A 

A' 

B' 

A" 

C" 

B" 

F 

F' 

E 

E' 

G' 

˝ 

u
�

 

DÉfinition d'une symÉtrie glissÉe 
On appelle symÉtrie glissÉe toute composÉe d'une rÉflexion et d'une translation dont le 
vecteur n'est pas normal À l'axe de symÉtrie.  
 

Sur l'exemple ci-
contre, le triangle 
ABC n'a pas la 
mÊme image par 
la symÉtrie glissÉ 

u˝s t ��  (vert) que 

par u ˝t s�
�  

(violet). Ces deux 
composÉes sont 
deux isomÉtries 
diffÉrentes. 
 
Dans le prÉsent 
cas, la rÉflexion 

˝s  et la 

translation ut �  ne 

commutent pas/ 
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La symÉtrie glissÉe sous un angle complexe 

Toute symÉtrie glissÉe g est la composÉe d'une rÉflexion ˝s  et d'une translation ut �  oÙ u
�

 est 

un vecteur directeur de l'axe ˝. Dans une telle situation, nous savons que ces deux 
applications commutent. IndiffÉremment, nous pouvons Écrire : 

u u˝ ˝= =g s t t s� �
� �  

La situation est celle ci-contre. 
Une expression complexe de la translation 

ut �  est : 

u z= +t u�  

oÙ u est l'affixe du vecteur u
�

. 

Comme u
�

 a mÊme direction que l'axe ˝ alors 
.e ˺= · iu k  

oÙ k est un nombre rÉel positif ou nÉgatif. 

Par contre, k ne peut Être nul car u 0≠
��

. 

Enfin, une expression complexe de ˝s  est : 

2. . .(z) e .z e .˺ ˺
˝ = + ·i is k' i  

oÙ k' est un nombre rÉel quelconque. 
Ayant dit tout cela, les choses vont aller trÈs vite. Pour tout nombre complexe z, nous avons : 

( )

( ) ( )

u

u

2. . . 2. . . . 2. . .
u

(z) (z)

(z)

e .z e . e .z e . e e .z e . .

˝

˝

˺ ˺ ˺ ˺ ˺ ˺ ˺

=

=

= + · = + · · = + +i i i i i i i

g t s

t s

t k' i k' i + k k i k'

�

�

�

�

����������������

 

Nous avons trouvÉ une expression complexe pour une symÉtrie glissÉe. 
 

 
 
Peut-Être cette conclusion est-elle trop gÉnÉrale ? A prÉsent, se pose la question rÉciproque. 

 
Nous avons dÉjÀ rÉpondu À une telle question mais avec les fonctions (z) .z= +f a b  . Nous 

avions alors conclu que f Était gÉomÉtriquement soit une translation, soit une rotation.  
A la lumiÈre des ÉvÉnements que nous venons de vivre, voyons ce qu'il en est ici. 
 

D'abord comme a est un nombre complexe de module 1 et pour peu que l'on appelle ˺ un 
nombre rÉel dont le double est un argument du complexe a, nous pouvons Écrire : 

2 .e ˺= ia  

Ensuite le complexe .e ˺i  Étant non nul (car de module 1), il est possible de diviser b par sa 
personne. On appelle c leur quotient. Pour f(z), il advient alors : 

( )

2 .

2 . 2 .

(z) .z

e .z e .

e .z e . Re( ) .Im( ) e .z e . .Im( ) e .Re( )

˺ ˺

˺ ˺ ˺ ˺ ˺

= +

+

+ + = + +

i i.

i i. i i. i.

c

f a b

= c

= c i c i c c
������������������ ���������

SymÉtrie axiale Eventuelle translation
si Re( ) est non nul.

 

Peut-on dire qu'une application complexe (z) .z= +f a b  oÙ a est un nombre complexe de 

module 1, est gÉomÉtriquement une symÉtrie glissÉe ? 

Conclusion : Toute symÉtrie glissÉe g a une expression complexe de la forme  
(z) .z= +g a b  

oÙ a est un nombre complexe de module 1 et b un autre nombre complexe. 

˝̋̋̋ 

i
�

 

j
�

 

O 

˺˺˺˺ 

u
�
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Cette modification d'Écriture nous permet de conclure. 
  

 
 
Toute cette thÉorie est bien belle mais rien ne remplace deux bons exemples. 
 

IntÉressons-nous À l'application complexe (z) .z 1= − + +
a b

f i i
�� ���

. 

Le coefficient a ayant pour module 1, nous savons que f est soit une rÉflexion, soit une 
symÉtrie glissÉe. Pour nous prononcer, nous devons modifier l'Écriture de f(z) et tenter de 

faire apparaÎtre le rÉel ˺. 

2. . ..
4 42(z) e .z 1 e .z 2 e

−̉� � ̉̉
− � �

� �= + + = + ·
i ii

i

f i
�������

Forme trigonomÉtrique
de 1 + 

 

Dans le prÉsent exemple, il est clair que ˺ est Égal À 
4

̉
− . De lÀ, nous poursuivons : 

2. . 2. .. ..
4 44 42(z) e .z 2 e e e .z e . 2

−̉ −̉� � � �̉ ̉̉− −� � � �
� � � �

̉ ̉ ̉
= + · · = +

i ii ii
f i.

���������

car - /4 + /2 = /4

 

En nous appuyant sur ce qui vient d'Être fait, nous pouvons conclure que gÉomÉtriquement, 

l'application complexe (z) .z 1= − + +f i i   est une simple symÉtrie axiale d'axe ˝. 

A partir des renseignements que nous avons, nous pouvons dÉterminer une Équation de ˝. 

D'abord une mesure de l'angle orientÉ entre l'axe des abscisses et la droite ˝ Étant 
4

̉
˺ = − , 

nous en dÉduisons que le coefficient directeur de ˝ est tan 1
4

˝
̉� �

= − = −� �
� �

m . 

Donc l'Équation rÉduite de ˝ est de la forme y x= − + p   oÙ p est une constante À calculer. 

Ensuite si on appelle O' l'image de l'origine O alors O' a pour affixe  
.

4e . 2 1

̉
−

= +
i

i. i . 

Les coordonnÉes de O' sont donc ( )1;1 . Comme ˝ est la mÉdiatrice de [OO'] alors le milieu 

( )I 0,5;0,5  fait partie de cette droite ˝. De lÀ, on trouve p et l'Équation rÉduite de ˝. 

Conclusion : L'application (z) .z 1= − + +f i i  est la rÉflexion d'axe ˝ d'Équation y x 1= − + . 

 
Prenons un autre exemple en la personne de l'application complexe (z) z 3= + +g i . 

Son coefficient de z  Étant de module 1, g est ou bien une symÉtrie axiale, ou bien une glissÉe. 

LÀ encore, pour le savoir, il faut modifier l'expression de g afin de faire apparaÎtre l'angle ˺. 
0 2 0(z) e .z 3 e .z 3· · ·= + + + +i ig i = i  

Clairement 0˺ = . Quelle application sympa cette fonction g ! Continuons ! 
0 2 0 0 0 2 0 0 0(z) e .z 3 e .z e .3 e . e .z e . e .3· · · · · · · · ·= + + + + +i i i i i i ig i = i = i +

������������� �����
SymÉtrie axiale Translation

 

Conclusion : L'application (z) z 3= + +g i  est une symÉtrie glissÉe qui peut Être vue comme 

Étant la composÉe de la rÉflexion d'axe ˝ : y = -0,5  et  de la translation de vecteur ( )u 3;0
�

. 

On remarquera que dans le prÉsent cas, u
�

 est un vecteur directeur de l'axe ˝. 

Conclusion : Une application complexe f de la forme (z) .z= +f a b  oÙ a est un nombre 

complexe de module 1, est gÉomÉtriquement une symÉtrie glissÉe ou une rÉflexion. 
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A la recherche de l'isomÉtrie perdue : par ses points fixesA la recherche de l'isomÉtrie perdue : par ses points fixesA la recherche de l'isomÉtrie perdue : par ses points fixesA la recherche de l'isomÉtrie perdue : par ses points fixes    
Nos rÉcentes aventures nous ont permis de dÉcouvrir une nouvelle isomÉtrie en plus des trois 
que nous connaissions dÉjÀ : la symÉtrie glissÉe. Cependant, peut-Être en existe-t-il d'autres ? 
Ayant dÉjÀ exploitÉ l'outil de la composition, nous allons À prÉsent utiliser les points fixes. 
 

 
 
Des points fixes, une isomÉtrie peut en avoir autant qu'elle veut ! Cela ne regarde qu'elle ! 
Pourtant ce nombre induit des choses sur sa nature. Passons les diffÉrentes possibilitÉs en 
revue.  Dans ce qui suit, f est une isomÉtrie quelconque. 
 

1. L'isomÉtrie f admet au moins trois fixes non alignÉs 
Appelons A, B et C trois de ces points fixes. N nous avons donc : 
                             f(A) = A    f(B) = B                       f(C) = C. 
Nos trois points sont rÉputÉs sont non alignÉs. 
Soit M un point quelconque du plan. Nous appelons M' son image par f. 
ProcÉdons par l'absurde : supposons que ces deux points M et M' soient distincts. 
Comme ils sont distincts alors il est lÉgitime de parler du segment [MM'] et surtout de 
sa mÉdiatrice D. 
Comme f est une isomÉtrie et (AM) AM'=f   alors les distances AM et AM' sont Égales. 

Donc le point A appartient À la mÉdiatrice D du segment  [MM']. 
Et ce qui est valable pour A, l'est aussi pour les points B et C. 
Ainsi en supposant que M et M' sont distincts, arrivons-nous À l'absurditÉ que les trois 
points non alignÉs A, B et C appartiennent À une mÊme droite : D ! 
Notre supposition Était donc fausse : les points M et M' ne peuvent pas Être distincts. 
Ils sont confondus. 
Ainsi pour tout point M du plan, avons-nous :  f(M) = M. 
Une seule isomÉtrie remplie cette condition : c'est l'identitÉ. 
 

  
 

2. L'isomÉtrie f admet au moins deux points fixes distincts 
L'isomÉtrie f admet au moins deux points fixes distincts A et B. 
D'entrÉe, Écartons le cas oÙ il existerait un troisiÈme point fixe qui serait non alignÉ 
avec A et B. Nous retombons alors sur le premier cas. 
Donc s'il existe un troisiÈme point fixe, il fait nÉcessairement partie de la droite (AB). 
Comme prÉcÉdemment, nous considÉrons un point quelconque du plan que nous 
appelons M. On appelle M' son image par f. 
LÀ deux cas sont À envisager : 
 

ջ Si les points M et M' sont confondus alors M est un point fixe de l'isomÉtrie f et 
donc, fait partie de la droite (AB). 
Par consÉquent, nous pouvons dire que M' est le symÉtrique de M par rapport À (AB). 
 

ջ Si les points M et M' sont distincts alors on peut parler de la mÉdiatrice D du 
segment [MM'].  
LÀ encore, comme f est une isomÉtrie alors les distances AM et AM' sont Égales.  
Il en va de mÊme pour les distances BM et BM'. 

Conclusion : Une isomÉtrie qui a au moins trois fixes non alignÉs est l'identitÉ. 
 

DÉfinition d'un point fixe 
Dire qu'un point est fixe pour une isomÉtrie signifie qu'il est sa propre image par celle-ci. 
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Donc les points A et B appartiennent À la mÉdiatrice D du segment [MM']. 
Dans ce cas-lÀ aussi, M' est le symÉtrique de M par rapport À l'axe (AB). 
 
RÉsumons-nous : A tout point du plan M, l'isomÉtrie f fait correspondre son 
symÉtrique par rapport À la droite (AB). 
 

 
 

3. L'isomÉtrie f a un seul point fixe 
Nous appelons A l'unique point fixe de l'isomÉtrie f. 
Soit B un autre point du plan et B' son image par l'isomÉtrie f.  
Comme A est le seul point fixe de f alors les points B et B' sont nÉcessairement 
distincts. On peut donc parler du segment [BB'] et de sa mÉdiatrice D. 
A et B' Étant les images respectives des points A et B par l'isomÉtrie f, nous avons que : 
                                                                AB' = f(AB) = AB 
Donc le point A appartient À la mÉdiatrice D du segment [BB']. 
 

IntÉressons-nous À la symÉtrie axiale Ds  et surtout À la composÉe Ds f� . 

En tant que composÉe de deux isomÉtries, Ds f�  en est une autre. 

De plus :      ( ) ( )(A) (A) A A= = =D D Ds f s f s�  

De mÊme :  ( ) ( )(B) (B) B' B= = =D D Ds f s f s�             car D est la mÉdiatrice de [BB']. 

Donc l'isomÉtrie Ds f�  a au moins deux points fixes distincts. Il y a dÉjÀ A et B. 

La conclusion du cas prÉcÉdent va nous aider. Car deux situations sont possibles. 
 

ջ Ds f�  peut Être l'application identique. (Trois points fixes non alignÉs) 

Autrement Écrit : =Ds f Id�  

Cela fait de f  l'application rÉciproque de la symÉtrie axiale Ds . Donc : = Df s . 

f est alors une rÉflexion. Ce qui n'est pas possible car f n'a qu'un seul point fixe ! 
Donc cette premiÈre possibilitÉ n'est pas possible ! 
 

ջ Ds f�  peut Être une rÉflexion. 

La symÉtrie axiale Ds  Étant sa propre rÉciproque, nous avons que  =D Ds s Id� . 

Utilisons cette trouvaille : 

                                                         = = D Df Id f s s f� � �

������

RÉflexion

 

L'isomÉtrie f peut donc Être vue comme la composÉe des deux rÉflexions Ds  et Ds f� . 

Par consÉquent, f est soit une translation, soit une rotation. 
Une translation n'ayant pas de point fixe, f ne peut Être qu'une rotation. 
 

 
 

4. L'isomÉtrie f n'a aucun point fixe  
Soit A un point quelconque du plan. Il est distinct de son image A' par l'isomÉtrie f. 

Le vecteur A ' A
������

 est non nul. La translation 
A 'A

t������  n'est donc pas l'application identique. 

IntÉressons-nous À la composÉe 
A 'A

t f������
� .  

Conclusion : Une isomÉtrie ayant un seul point fixe est une rotation. 

Conclusion : Une isomÉtrie qui a au moins deux points fixes distincts et qui 
n'est pas l'identitÉ, est une rÉflexion. 
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En tant que composÉe de deux isomÉtries, 
A 'A

t f������
�  est en une autre. 

De plus :  ( ) ( )A'A A 'A A 'A
(A) (A) A ' A= = =t f t f t������ ������ ������

�  

Donc A est un point fixe de l'isomÉtrie 
A 'A

t f������
� . Celle-ci admet au moins un point fixe. 

LÀ plusieurs situations sont possibles suivant le nombre de points fixes :  
 

ջ L'isomÉtrie 
A 'A

t f������
�  peut Être l'identitÉ. (Trois points fixes non alignÉs). 

Ayant l'ÉgalitÉ 
A'A

=t f Id������
� , l'isomÉtrie f est la rÉciproque de la translation 

A 'A
t������ . 

Donc f est la translation 
AA '

t����� . 

 

ջ L'isomÉtrie 
A 'A

t f������
�  peut Être une rÉflexion s˝ . (Au moins deux points fixes) 

Composant par les deux membres de l'ÉgalitÉ par 
AA '

t����� , il nous arrive :  

                   
A'A AA ' A 'A AA ' AA '˝ ˝ ˝= ⇔ = ⇔ =

Id

t f s t t f t s f t s������ ����� ������ ����� �����
� � � � �

���������

 

LÀ, deux options existent : soit f est une rÉflexion, soit f est une symÉtrie glissÉe. 
N'ayant aucun point fixe, f ne peut pas Être la premiÈre mais peut Être la seconde 
Donc f est une symÉtrie glissÉe.  
 

ջ L'isomÉtrie 
A 'A

t f������
�  peut Être une rotation C,˺r . (Un seul point fixe). 

LÀ encore, nous allons composer les deux membres de l'ÉgalitÉ par 
AA '

t����� . Il vient :  

                C, C, C,A 'A AA ' A 'A AA ' AA '˺ ˺ ˺= ⇔ = ⇔ =

Id

t f r t t f t r f t r������ ����� ������ ����� �����
� � � � �

���������

 

En tant que composÉe d'une translation et d'une rotation, f est donc une rotation. 
Cependant f n'a aucun point fixe. Ce ne peut donc Être une rotation. Donc bug ! 
 

 
  

Ayant passÉ en revue tous les cas possibles quant au nombre de points fixes que peut avoir 
une isomÉtrie, nous savons dÉsormais qu'il n'existe pas d'autres isomÉtries que celles que 
nous connaissions. Notre voyage touche À sa terme. Le pays des isomÉtries est conquis 
 

 
 

 

Les diffÉrentes ethnies du pays d'isomÉtries 
Si f est une isomÉtrie alors : 

• Si  f  n'a aucun point fixe  alors  f est soit une translation, soit une symÉtrie glissÉe. 

• Si  f  a un unique point fixe  alors  f est une rotation. 

• Si  f  a au moins deux points fixes et que tous sont alignÉs  alors  f est une rÉflexion. 

• Si  f  a au moins trois fixes non alignÉs  alors  f est l'application identique. 
Hormis ces cinq espÈces, il n'existe pas d'autre type d'isomÉtrie. Ainsi est ce fameux pays 
des isomÉtries... 

Conclusion : Une isomÉtrie sans point fixe est soit une translation, soit une 
symÉtrie glissÉe. 
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