Mon voyage au pays des isométries

La taverne de ['Irlandais

vous présente

De tous les pays réels, virtuels ou imaginaires ot j'ai vagabondé, un en particulier n'avait
jamais été l'objet de mon intérét et de ma curiosité : celui des isométries. Et pourtant cela
fait des années que je suis amené a parler de symétries, de rotations ou de translations. Et
malgré cela, je n'avais jamais songé a aller au-dela de ces trois notions. Je n'avais jamais
pensé qu'il existait un pays pour les isométries.

L'année qui s'acheve aura été a bien des égards, celle des épreuves et des changements. Elle
aura démontré la nécessité de dominer son destin. Elle m'aura en tout cas convaincu qu'en
bien des domaines, il me fallait aller au bout des chemins que j'avais commencés a
emprunter.

Que vous soyez en terminale S ou ailleurs, je vous convie a me suivre dans mon voyage au
pays des isométries.
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Mon voyage au pays des isométries

A propos dec icometnies

Isométrie : voila un mot que vous avez sans doute déja entendu prononcé par I'énergumene
qui vous servait de prof de maths, sans pour autant bien cerner de quoi il s'agissait.

Par définition, une isométrie est une transformation du plan qui conserve les longueurs et les
distances. C'est pour cela que les symétries centrales et axiales, les rotations et les translations
en sont.

La question que beaucoup se poseront stirement certains, est de savoir ce qu'est une
transformation du plan.

Une transformation du plan est une application bijective du plan dans lui-méme, c'est-a-dire
procédé qui a un point du plan M associe un unique point M'.

Cette notion d'application n'est pas une nouveauté. Nous en connaissons déja des spécimens
en les personnes des fonctions numériques. A un nombre réel x, une fonction fassocie un
autre réel y = f(x) . De plus, certaines de ces fonctions numériques sont bijectives.

Une transformation du plan est une application bijective. Cela signifie par ce genre
d'application, tout point M' a un et un seul antécédent M.

A l'instar des fonctions numériques bijectives, toute transformation_f rj\
admet une transformation réciproque qui est notée f . '
Les isométries dont nous allons parler sont des transformations du M M

plan : elles sont donc bijectives. J
g =

De maniere assez évidente, la réciproque d'une isométrie est une autre isométrie. Car quand
vous conservez les longueurs dans un sens, vous les conservez aussi dans l'autre.

Composer deux applications, c'est les effectuer 1'une apres 1'autre. Par exemple, on peut faire
une translation suivie d'une rotation. On définit alors une nouvelle transformation.

Le symbole opératoire de la composition est o.

Lorsque I'on compose deux isométries, on obtient... une nouvelle isométrie. Du début a la fin,
les longueurs sont conservées.

L'application identique ou identité du plan est I'application par laquelle tout point M est sa
propre image. Cette une transformation qui ne transforme rien, est notée Id ! C'est d'ailleurs
pour cela que c'est une isométrie !

La composée d'une transformation f et de sa réciproque f estl'identité. Bref: fo f™ = Id
La composée d'une transformation favec l'identité estlaf. Bref: foId=Id- f = f

Récapitulons. L'ensemble des isométries muni de 1'opération de composition présente les
propriétés suivantes :
e La composée de deux isométries en est une autre.
e Cet ensemble posséde en l'identité un élément neutre pour la loi de composition o.
Pour toute isométrie f, nous avons 1'égalité : foIld=Ido f = f
e Pour cette loi de composition, toute isométrie fadmet un isométrie inverse g.
Pour toute isométrie f, il existe une isométrie g tel que fog = Id
Al'instar de I'ensemble des entiers relatifs pour 1'addition, I'ensemble des isométries est un
groupe pour la I'opération de composition. Pour étre plus précis, c'est une sous-groupe de
I'ensemble des transformations du plan.

Nous allons commencer notre voyage au pays des isométries par celles que nous connaissons.
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Mon voyage au pays des isométries

La tranctation

Ce n'est pas la premiere isométrie que 1'on rencontre lors de sa scolarité et pourtant c'est par
elle que nous commencerons. La translation est le fait de déplacer un objet en ligne droite
sans en changer ni la forme, ni l'orientation.

On associe souvent la notion de translation a celle de vecteur. En fait, cette notion de
translation se définit a partir du parallélogramme. Voyons cela dans le détail ! M

Définition d'une translation
Dire que le point M' est 1'image du M par la translation qui /
amene de A en B signifie que le quadrilatere ABM'M est un !
l, B

parallélogramme.

On parle alors de translation de vecteur AB.
A

Puis c'est a partir de la translation que certains définissent la notion de vecteur. Car l'idée
générale du vecteur est celle d'un déplacement selon une certaine direction, dans un certain
sens et d'une certaine distance. D'ailleurs il est équivalent de dire que le point M' est I'image

de M par la translation vecteur AB et de dire que les vecteurs AB et MM' sont égaux.

De par sa nature, la translation conserve les formes, les angles mais surtout les longueurs et

distances : c'est cela qui en fait une isométrie.
La translation de vecteur u est souvent notée t .

L'identité peut étre vue comme la translation de vecteur nul.

Enfin, la réciproque de la translation de vecteur u est celle de vecteur —u . En résumé :
tﬁ Ot_ﬁ :t_ﬁ Otﬁ = Id

Composée de deux translations
Composer deux translations, c'est les faire I'une apres 1'autre ! Par exemple, intéressons-nous

aux translations fet g de vecteurs u et v.
Si M est un point du plan alors nous appelons M' son image par f. Puis, nous notons M"

I'image de M' par la translation g. La situation est donc la suivante :

=
el

M

'
'
I
I
! —
I
h u
'
I
|

La question qui se pose est : qu'est la transformation fog ?

Pour tout point M du plan, il est clairque: M M" =u+V
Jeg(M)

C'est la relation de Chasles qui s'applique ! f o g est la translation de vecteur u + v

Conclusion : La composée de deux translations est une autre translation.
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Mon voyage au pays des isométries
Le plan est souvent assimilé au corps des complexes. Une fois un repere orthonormé choisi,
chaque point du plan est assimilable a un nombre complexe. Toute transformation du plan
devient alors une fonction complexe (de € dans C) bijective dont il est envisageable de
déterminer l'expression.

La translation sous un angle complexe

Ayant muni le plan d'un repéere orthonormé, chacun de ses points M est parfaitement défini
par un couple de réels : ses coordonnées. On identifie alors le plan a RXIR.

Cette correspondance peut aussi étre faite vis-a-vis du corps des complexes C. Chaque point M
du plan est alors repéré par un nombre complexe z qui est son affixe. La partie réelle de cet
affixe est 1'abscisse du point alors que la partie imaginaire en est I'ordonnée.

Poursuivant sur notre lancée, toute transformation du plan_fpeut étre vue comme une
application de C dans lui-méme. Apres les fonctions réelles, voici leurs consoeurs complexes.

Nous supposons donc que le plan est muni d'un repere orthonormé (O;f,j).
Si dans ce repére, le point M a pour coordonnées (xyy;yy) alors son affixe z est donné par :
z=Xy +1YMm

Intéressons-nous a la translation f de vecteur t(xg;yg ) et surtout a son apparence

complexe.

XM' = XM + Xﬁ

YM =YM Y

Si z' désigne 1'affixe du point M' et u celui du vecteur u alors nous avons :
z'=f(z)=z+u

Vue sous un angle complexe, une translation fest une application de la forme flz) =z + u.

Et réciproquement, Toute application de cette forme est une translation de vecteur

U (partie réelle de u ; partie imaginaire de u).

Si M' est I'image de M par la translation falors MM'=1 et il vient que

Conclusion : Toute application complexe f:C —— C est géométriquement une

Zz —— z+u
translation de vecteur u dont u est I'affixe. Et réciproquement !
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Mon voyage au pays des isométries

ﬁa. rotation

La rotation est abordée en troisieme et éventuellement complétée en seconde. L'idée générale
est celle du déplacement le long d'un cercle d'un certain nombre de degré dans un certain
sens. En quelque sorte, on orbite. La définition que 1'on en donne s'inspire de ces idées.

Définition d'une rotation
Dire que le point M' est I'image du M par la rotation de centre A et d'angle o signifie que :
Le point M' appartient au cercle de centre A passant par M.

L'angle orienté (AM,AM') mesure o radians.

La rotation de centre A et d'angle o est souvent notée ry , .
Sur la figure ci-contre, le triangle MNP a pour
image le triangle M'N'P' par la rotation de centre A
11
et d'angle —m.
30

Cela signifie que 1'on doit faire pivoter ou tourner
le triangle MNP de 66° dans le sens
trigonométrique autour du point A.

Les trois angles orientés (W,M), (m,m ) et

e .11 .
(AP,AP') mesurent tous les trois — n radians.
30

Nous informons notre lecteur que de plus amples
précisions sur les rotations et les angles orientés
attendent notre lecteur sur le site la taverne de
I'Irlandais.

Concretement, la rotation ne déforme pas les objets. A l'instar de la translation, elle conserve
les formes l'alignement, les angles, le parallélisme et I'orthogonalité. Elle préserve aussi
distances et longueurs. C'est donc une isométrie.

L'identité du plan peut étre vue comme une rotation dont l'angle est soit 0, soit un multiple de
on (c'est-a-dire un certain nombre de tours).

Enfin, la réciproque de la rotation d'angle o est une rotation de méme centre mais d'angle -a.

PA°TA 0 =TA,—a °TA, 0 = Id

La rotation sous un angle complexe

A l'instar des translations, une rotation_fde centre C et d'angle o peut étre vue comme une
application complexe. Comme pour les translations, nous allons déterminer I'expression de f.

La situation est donc la suivante :
Nous supposons le plan muni d'un repere orthonormé (O;f,j).

Dans celui-ci, le point M' d'affixe z' est I'image du point M d'affixe z par la rotation_f.
On appelle ¢ I'affixe du centre C de la rotation.

Une aventure racomptée par Jérdme ONILLON et mise en ligne par la taverne de ['Irlandais (www.tanopah.com)
Page 5 sur 26



http://www.tanopah.com/seconde/transfoalpha.php?page=transfo&signet=rotation
http://www.tanopah.com/seconde/trigo1alpha.php

Mon voyage au pays des isométries

M) On appelle N et N' les images respectives
des points M et M' par la translation de

. M) vecteur CO qui a pour affixe -c.

’ Les points N et N' ont donc pour affixes
respectives z—c et z'-c.

Comme la translation conserve les angles
orientés alors :

v | (ON,ON') = (CM,CM') = a
s SN De méme, comme les distances CM et CM'
Jj /R: sont égales et que la translation est une
ol i > isométrie, nous pouvons écrire :

ON =0OM = OM' = ON'
En termes complexes, cette derniere égalité aussi se traduire par :
z—c|=|z"-¢|
—_— —_—
ON ON'
Appelons 0 I'argument du nombre complexe z— . 6 est aussi la mesure de I'angle (i,ﬁf ) .

L'argument du nombre complexe z'- ¢, c'est-a-dire la mesure de 1'angle orienté (T,ON') est

donc égalea 6 + o.
Utilisant toutes ces importantes découvertes, nous pouvons donc écrire que :

i.(6+a i i i

z'-c= |z'-c|xe (0+a) =|z-c|xe"? xe™* =e'* x(z-c)
L ] L 1

Ecriture trigonométrique z—C

d'un nombre complexe

Par suite, nous en arrivons a la conclusion suivante :

Conclusion : Si fest 1a rotation de centre C d'affixe ¢ et d'angle « alors pour tout point M
d'affixe z :

<~

—~
N

SN
I

e"‘*x(z—c)+c=e"°‘><z+cx(1—e"°‘)

Bref, la rotation fa une expression complexe de la forme e® z+b ol o est un nombre réel
non multiple de 2.7.
Réciproquement, il est légitime de se demander si une application complexe du type

g(z) =e"* .z + b ne cacherait pas une rotation ?

Une précision : bien siir, nous supposons que o n'est pas un multiple de 2.x.

En effet, dans le cas contraire, e® = e™K<2T ogt égal a1 etdonc g selimitea g(z)=z+b.

Autrement dit, g est alors une superbe translation !

Comme o n'est pas un multiple de 2.7 alors e est différent de 1. Il est donc possible de
.. : b .
diviser par 1—e"*. En posant ¢ = — g(z) devient :
1—-e”

g(z)=e"*xz+b=e"* ><z+c><(1—e"°°)

Autrement dit, g est la rotation de centre C d'affixe ¢ et d'angle a.
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Mon voyage au pays des isométries

Conclusion : Si fest une application complexe du type f(z) =a.z+b ou a est un
complexe de module 1 alors deux situations sont possibles :

e Si a=1 alors festune translation de vecteur u d'affixe b.

e Si a=1 alors festune rotation d'angle égal a I'argument de a et de centre C

d'affixe

1-a

Un exemple de rotation

Avant de nous lancer dans quelques réflexions, nous allons déterminer I'expression complexe
d'une rotation.

Nous supposons donc le plan muni d'un repere orthonormé (O;T, 3)

Intéressons-nous a la rotation fde centre A(2;-1) et d'angle I
3

Si M' d'affixe z' est I'image du point M d'affixe z
par la rotation f alors nous pouvons écrire :

.
. 'lg A
z'-zp =€ 3x(z-2z,) B M()
o »
. T . T J _
-1.— -1.— e
' O 1

z'=e 3xz+|1-e 3 |xzy
A &ljﬁ__._u—

it T M@)
. 1 43 . :

= 3 —_— i — —
z'=e 3xz+ 2+2.1 x(2-1)

Effectuant ce dernier produit, nous en arrivons finalement a :

f(z) e 3><z+1+\/2§ (\/_—lj.i

2

Bref, c'est une expression tres 51mp1e !
Précisons que dans notre chevauchée peu héroique, nous avons utilisé le fait que :

i
e 3 ICOS(—EJ-Fi.SiH(—Ej:i—ﬁ.i
3 3) 2 2

Avec cette méme égalité, nous pouvons aller encore un peu plus loin, dépasser nos complexes
pour déboucher sur des coordonnées. Il vient alors :

x'+iy' = l—ﬁ.i x(x+i.y)+1+£+(\/§—ljj
——— |2 2 NI/ 2 2
z'ou f(z) z

V3 ﬁ +1. _§'X+§+\/§_E

SR I ¢
X+1Ly = E+?.y+1+

Or deux nombres complexes égaux ont des parties réelles et imaginaires égales. Par suite :

x V3 .48

YA+
2 2

+
y'= \/2_x+ +\/_

2
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Mon voyage au pays des isométries
Avec cette formule, il est possible de calculer les coordonnées d'un pont M'(x' ; y') qui serait

I'image d'un point M(x ; y) par la rotation de centre A(2 ; -1) et d'angle I
Il reste juste a trouver un inconscient pour mener a la main une telle tache a terme !

Composée de deux rotations

Qu'obtient-on lorsque 1'on fait une rotation, puis une autre rotation ?
Pour savoir ce qu'est la composée de deux rotations, nous allons nous servir de leurs
expressions complexes.

Plantons le décor et distribuons les roles.

fest larotation de centre C et d'angle o et, g celle de centre D et d'angle o'
Pour nos deux rotations fet g, il existe deux constantes complexes b et b' telles que :

f(z)= el z+b et g(z) = el 74 b
Composons ces deux transformations ! La situation est la suivante :
M L M= fM) 25 M'=g(M)=g(f(M))
z I 2=f@ 5 2"=g@)=g(f(2))
I gof 4

Pour tout nombre complexe z, on peut écrire que :
gof @) =g(f(z))= el x f(z)+b' =el* x [ei'“ Z+ b} +b = et 4 el p gy

(¢
A partir de 13, il nous est possible de conclure :
Conclusion : fet g sont deux rotations respectivement d'angles o et o'
e Silasomme o+ a' est un multiple de 2.n alors gof(z)=z+c.
A ce moment-la, gof est une translation.
e Silasomme o+ a' n'est pas un multiple de 2.x alors gof(z) = el'(()“roL ).z +c.
Dans ce cas, gof est une rotation d'angle a.+a'.
La composée de deux rotations est donc soit une autre rotation, soit une translation.
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Mon voyage au pays des isométries

ﬁa. réfﬁ.)ﬂ.on

La réflexion est la premiere des isométries (mal)traitées au college. Beaucoup 1'abordent sous
I'angle du pliage. En fait, la réflexion ou symétrie axiale repose sur la notion de médiatrice. En
tout cas, c'est par ce biais que nous allons la définir !

Définition d'une réflexion
Dire que le point M' est I'image du M par la réflexion d'axe A signifie que :
e SiM appartient a I'axe A alors M' est confondu avec M.
e Si M ne fait pas partie de 'axe A alors A est la médiatrice du segment [MM'].

La réflexion d'axe A est souvent notée s, . Un"s" comme symétrie axiale.

Al'instar de la translation et de la rotation, la réflexion conserve 1'alignement, les longueurs et

distances, le parallélisme et I'orthogonalité. Bref, elle ne déforme pas les figures.
C

Mais a la différence des deux précédentes transformations, la symétrie axiale ne conserve pas
les angles orientés. Sur notre figure, I'angle orienté (B—K,Eé) et son image (B'A,B'C') sont
opposés en sens et donc en mesure.

Si la translation et la rotation sont qualifiées de déplacements, la réflexion est un
antidéplacement.

Une réflexion d'axe A est sa propre réciproque. On dit que c'est une involution ! Et ainsi :

SA OsA =Id

Composée de deux symétries axiales

Deux situations peuvent se présenter suivant que les axes soient paralleles ou non.
Nous considérons donc deux symétries axiales s, et s,:. Intéressons-nousa s,:°s,.

Ainsi que nous l'annoncions, deux cas peuvent se présenter :

¢ Les deux axes Aet A' sont paralleéles o i
La situation est la suivante :

A 1J A' Si M est un point du plan alors on
appelle M' son symétrique par

~ rapport a A.

SRS § S . J . M"estl'image de M' par s,. Ainsi

avons-nous :
Sy oSy (M)=M"

Y

Il est clair que les points M, M' et M" sont alignés. Le point I, intersection de 1'axe A
avec la droite (MM"), est aussi le milieu du segment [MM']. Donc MM'=2.IM".
De méme, si on appelle J le point d'intersection de 1'axe A' avec la droite (MM') alors ce
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Mon voyage au pays des isométries
point est également le milieu du segment [M'M"]. Donc M'M"=2.M"J.
Utilisant ces deux égalités, nous pouvons écrire que :

MM"=MM'+M'M" =2IM +2.M'J = 2.(1‘1\T+M'J) —olJ

Le vecteur 1J ne dépend pas du point M mais des seuls axes A et A'.
L'isométrie s, os, est donc la translation de vecteur 2.1J

Conclusion : La composée de deux réflexions d'axes paralleles est une translation.

Les deux axes sont sécants en un point O

Plantons le décor de nos ébats !

Les axes A et A' se coupent en O.

Pour tout point M du plan, on appelle M'

son image par s, .

M" est I'image de M' par s,:.

U et Vv sont deux vecteurs directeurs des
M axes Aet A'.

o est la valeur de I'angle orienté (4, V).

0 est celle de I'angle orienté (O—M,ﬁ) .

;
A M A Tout est en place pour la manoeuvre !

Comme M’ est le symétrique de M par rapport a la droite A alors cette derniere est la
meédiatrice du segment [MM']. Plus particulierement, le triangle OMM' est isocele en O.
Ceci implique que les c6tés OM et OM' sont égaux et aussi que les angles orientés
. . OM =0M'
(OM,ﬁ) et (ﬁ,OM') ont des mesures égales. En résumé : < ,—— _ J—.
(OM, i) = (4,0M")= 0
De la méme maniere, M" étant le symétrique de M' par rapport a la droite A', le triangle
OM'=0OM"
(v,0M") = (OM',¥) = 0. -0
Nous venons de mettre en évidence deux choses :

D'abord, vu que OM =OM'=0M", M" est sur le cercle de centre O passant par M.
Ensuite d'un point de vue angulaire, nous pouvons écrire :

(OM,OM") :(OM,ﬁ)+(ﬁ,O—1\/I')+(CW',V)+(V,CW") —0+0+0—0+0—-0=2.0

OM'M" est isocele en O. Cela nous conduit a

Le réel o ne dépend que de la position des deux axes A et A'. Il ne dépend pas de M.
Nous pouvons conclure que le point M" est 1'image du point M par la rotation de centre
O et d'angle 2.a.

L'isométrie s, os, est donc la rotation de centre O et d'angle 2.a.

Conclusion : La composée de deux réflexions d'axes sécants est une rotation.

Le théoreme de décomposition

Les résultats auxquels nous sommes parvenus, vont bien au-dela d'une simple composée car
ils permettent de dire qu'une translation ou une rotation peuvent étre vues comme les
composées de deux réflexions. Voyons cela dans le détail !
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Mon voyage au pays des isométries
e Avec la translation de vecteur u
On appelle A une droite dont un vecteur normal est 1 . La droite A' est son image par la

—

) u
translation de vecteur —.
2

»
»

De part ce qui a été fait précédemment, nous pouvons dire que la composée s, o s, est

) a .
la translation de vecteur 2.—=1.
2

e Avec la rotation de centre A et d'angle o
Appelons A une droite passant par le point A. A' est son image par la rotation de centre

A et d'angle <.
2

o/2

A

En utilisant ce qui a été fait, nous pouvons dire que s, o s, est aussi la rotation r , .

Conclusion : Toute translation et toute rotation est la composée de deux réflexions.

Par la suite, nous réutiliserons ce "théoréme de décomposition".

La réflexion sous un angle complexe
Nous allons déterminer la forme complexe d'une réflexion s, . Pour y parvenir, nous
procéderons en deux étapes.

1. L'axe de symétrie A passe par l'origine
La droite A passe par l'origine. u est
I'un de ses vecteurs directeurs.
N On appelle o une mesure de 1'angle
N orienté qu'elle fait avec l'axe des
\ abscisses (O,T).
A > M On note 0 I'argument du point M.
j Enfin, M' est I'image de M par la
réflexion s, .

M A

Comme M’ est le symétrique de M par rapport a la droite A alors cette derniere est la
meédiatrice du segment [MM'] et le triangle OMM' est isocele en O.

Ceci implique que OM = OM' et aussi que les angles (W,ﬁ) et (ﬁ,OM') sont égaux.
D'un point de vue angulaire, nous avons :
(i,0M)=0 (4,0M') =(OM, i) =0 -

Donc (T,OM') :(T,OM)+(0M,ﬁ)+(ﬁ,W) —0+a—-0+0—-0=2.0-0
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Mon voyage au pays des isométries
Si on appelle z et z' les affixes respectifs des points M et M', nous savons :
¢ Ils ont des modules égaux car OM = OM'.
¢ L'argument de z' est égal a 2.0 —6.
Par suite, nous pouvons écrire :
i(2.0-0)

1.0 2.0 |

_ |Z| Xei.z.a xe 10 _ o i.0 i.2.0 7z

7xe™ =e Z
L
Conjugué de z

z'=|z'x.e

Conclusion : La réflexion s, a pour expression complexe s, (z) =e**'.Z

2. L'axe de symétrie Ane passe pas par l'origine
Plantons le décor de nos exploits a
ow 2~ venir!
L'axe de symétrie A ne passant pas
par l'origine, on appelle A' sa
parallele passant par O.
A" Lepoint O' est le symétrique de
l'origine O par rapport a l'axe A.
Si U un vecteur directeur de A alors
il I'est aussi pour A'.
Enfin, a est une valeur de 1'angle

orienté ( i, ﬁ) .

Al'instar de toutes ses consoeurs, la réflexion s, est une involution. Comprenez par la
qu'elle est sa propre réciproque. Plus mathématiquement s, os, = Id.

Méme si cela n'apporte rien, nous pouvons donc écrire :
SA :sA OSAV osAv
|

Identité
Comme leurs deux axes sont paralléles, la composée des réflexions s, et s, estla
translation de vecteur OO'. L'égalité précédente devient donc :
sA = t—; o sAv
010
SAOSA!

7 . ' ] o e .

s, est une réflexion dont l'axe passe par l'origine. Son expression complexe est :

2.0.1 =

s (z)=e Z

De plus, la translation &5 a pour expression complexe :
tooi (2)=2+b

ou b est I'affixe du point O' qui est le symétrique de 1'origine par rapport a I'axe A.
Pour tour nombre complexe z, nous pouvons donc écrire :

sp(2) = tg5 (55 (2) = (ez'o"i .Z) +b=e2%7.p

Nous avons trouvé ce que nous cherchions : 1'expression complexe d'une réflexion.

Conclusion : La droite A a pour de vecteur directeur 1 . o est une mesure de 1'angle
orienté (f,ﬁ) . Le point O' qui est l'image de 1'origine par la réflexion s,, a pour affixe b.

Pour tout nombre complexe z, s,(z) = e>%tz+ b
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Mon voyage au pays des isométries

Essayons d'améliorer cette expression complexe. En particulier, nous allons chercher a
expliciter cette constante b.
La constante complexe b est I'affixe du point O' symétrique de 1'origine par rapport a I'axe A.
Cela implique que la droite (OO') est perpendiculaire a 1'axe A.
A Doncun argument du nombre complexe b
0'(b)

T .
est o = —. Par suite :

2

/2 i.(ainj
b= |b| x e 2

-1/2

a

. +—.1 .
u = |b| xel%xe 2 = |b| xel® x(ii)
Cette constante b est donc de la forme :
b=e"*xk.i
ou k est un nombre réel quelconque.

\ 4

Cette découverte nous amene a une nouvelle et finale conclusion.

Conclusion : Sil'angle orienté de I'axe A avec 1'axe des abscisses a pour mesure o alors :

Pour tout nombre complexe z, s,(z)=e>*'.z+e*! xk.i =e** .(e‘“ Z+ k.i)

ou k est une constante réelle.

Dans cette derniere expression complexe, les plus perspicaces d'entre nous verront la
composée d'une réflexion d'axe celui des abscisses, d'une rotation de centre O et d'angle a,

puis d'une translation verticale de vecteur k.j et enfin d'une nouvelle rotation de centre O et
d'angle a. Cela, car ils auront remarqué 1'enchainement :

S = _ . t, = . . r . . .
z (01) Z o  goizg _kj, galz i 0o eo‘".(ea".z+k.l)

Réciproquement, il est aisé de prouver qu'une application complexe f de la forme
f(@2)=e**'z+b

N T e
ou b est un nombre complexe ayant pour argument o + —, est géométriquement une
2

réflexion.
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Mon voyage au pays des isométries

Par defxn dec wm,.wsée: © % fa rcdherdie de € icometne ,w'&m

Apres avoir évoqué les isométries que nous connaissions a la fois sous un angle géométrique
et sous un angle complexe, la question qui se pose est de savoir s'il en existe d'autres especes.
La composée de deux isométries en est une autre. En composant entre elles translations,
rotations et réflexions, peut-étre obtiendrons-nous de nouveaux spécimens d'isométries.

La composée d'une rotation et d'une translation
Nous considérons une translation &; et la rotation ry , .
. e .
Notre but est de savoir quel type d'isométrie sont les composées 1y , oty et tj; ory . Pour ce

faire, nous allons nous appuyer sur les expressions complexes de ces deux transformations.
Si on appelle u l'affixe du vecteur u alors pour tout complexe z, nous avons :

t;(z)=z+u
Si on note a l'affixe du centre A alors pour tout nombre complexe, nous savons :
Ty (2) = et xz+ax (1 —el® )
Bien siir, nous supposons que I'angle o n'est pas un multiple de 2x. Si tel n'était pas le cas,
l'expression précédente serait celle d'une translation vu que e*“ serait égal a 1!

Sachant tout cela, nous pouvons écrire que :
1. La composée d'une rotation et d'une translation
Pour tout nombre complexe z :

g o ti(2) =1y o (15(2)

__ila

=e x(z+u)+a><(1—ei'°‘) i

e'“xz+a><(1—e' Cxu=e"%*xz+b

Donc la composée 1, , ot est une rotation d'angle a et de centre un certain point C

dont l'affixe est L .
1—el®

2. La composée d'une translation et d'une rotation
Pour tout nombre complexe z :

tiory o (z) =ty (rA’a (z))
=eh® ><a+a><(1—e"“"‘)+u:ewL xz+a><(1—e"°‘)+u:e"°‘ xz+b

rA,a(Z) b

Donc la composée t;; o1, , est une splendide rotation d'angle o et de centre un autre

point C dont I'affixe est L .
1—el®

Conclusion : la composée d'une translation et d'une rotation est une rotation.

Ce premier couple n'ayant pas enfanté une nouvelle espece d'isométrie, passons a un autre !

La composée d'une translation et d'une réflexion
Les deux acteurs de notre aventure sont la réflexion s, et la translation t; ou i #0.
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Mon voyage au pays des isométries
Nous allons nous pencher sur les composées t; o s, et s, ot;. En fait, nous parlerons d'abord
pour la premiere composée, puis nous en déduirons des choses pour la seconde.
Nous devons envisager plusieurs cas suivant ce qu'est le vecteur de translation par rapport a
I'axe de symétrie.
1. Le vecteur u est un vecteur normal de A
Traitons d'abord le cas de la composée t; o s, .

A Al Etre un normal a une droite signifie avoir une
directeur perpendiculaire.
> Appelons A' I'image de la droite A par la translation de

_ u
= » vecteur —.
u 2

La translation t; peut étre vue comme étant la composée s, o s, . Par suite :

tﬁ 0SS\ =S8\ 908\ 0S8\ =Sy’
| I
=Id
car la réflexion est une involution.
Quoiqu'il en soit, la composée d'une translation par une symétrie axiale est une autre
symétrie axiale. Voyons ce qu'il en est avec l'autre composée s, ot;.

A" A La situation est a peu pres similaire sauf que nous
appellerons A" I'image de la droite A par la translation

~ u
u/2 de vecteur ——.
> 2

La translation t; est aussila composée de symétries axiales s, o s, .1l vient alors :
Sp otﬁ =S\ 9S) OS\A" =S
| IS
=Id
Donc s, ot est une réflexion.

Conclusion : Lorsque le vecteur de translation est normal a 1'axe de symétrie
alors la composée d'une translation et d'une réflexion (ou le contraire) est une
autre réflexion dont 1'axe est paralléle au premier.

Bref, nous n'avons pas découvert de nouveaux montres ! Envisageons un autre cas.

2. Le vecteur u est un vecteur directeur de A
Commencons par la composée s, ot; . La situation est alors la suivante :

On appelle A", B' et C' les
images respectives des
points A, B et C par la
translation ¢ .

Puis, ces trois points ont
pour symétriques A", B" et
C' par rapport a I'axe A.

Ce qui fait que les points A",
B" et C' sont les images
respectives de A, B et C par
la composée s, oty.
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Mon voyage au pays des isométries
Le peu d'expérience que nous avons des isométries, nous conduit a dire que s, ot; ne
ressemble a rien de ce que nous connaissons. Il n'y a qu'a voir les orientations des
triangles successifs. Cela dit, méfions-nous de nos préjugés. Car peut-étre tout cela
cache-t-il une symétrie axiale ou une rotation que nous n'aurions pas vue ?
Pour savoir ce sur quoi nous sommes tombés, nous allons regarder si la composée
s, ot admet des points fixes, c'est-a-dire des points qui sont leurs propres images.

Supposons que s, ot; admette (au moins) un point fixe F.

Nous appelons F' son image par la translation t3 . Donc: FF' =1.

Comme le vecteur 1 est non nul alors les points F et F' sont distincts.
Ensuite, F étant un point fixe de s, ot; alors le symétrique de F' par rapport A a est F.

F_li y,p'_SA ,F

| sactg )
Comme F est le symétrique de F' par rapport a 1'axe A alors cette derniere droite est la
médiatrice [FF'].
Une précision : il est clair que F' ne fait pas partie de I'axe A car sinon il serait sa
propre image. Or F' et F sont distincts. Parler du segment [FF'] a donc un sens.
Reprenons : U étant un vecteur directeur de A alors les vecteurs non nuls FF' et i
sont donc orthogonaux !
Or nous avons vu qu'ils étaient aussi égaux !
Et étre égaux, non nuls et orthogonaux, c'est tres dur ! Tellement que ca n'existe pas
dans notre espace qu'est le plan !
Dans tout ce que nous avons fait, il est clair que nous avons supposé vraie une chose
qui ne I'était pas. Nous avons supposé a tort que la composée s, ot; admettait un

point fixe. Cette absurdité nous prouve qu'elle ne peut pas en avoir !
Donc s, ot; n'est donc ni une rotation (un point fixe qui est le centre), ni une symeétrie

axiale (les points fixes sont ceux de 1'axe de symétrie) !

Cela dit des isométries sans point fixe, ca existe ! s, ot; est peut-étre une translation.
Pour trancher cette inquiétante question, placons-nous dans la situation suivante :
K

A et B sont deux points du
plan, le second faisant
partie de I'axe A, le
premier non.

On appelle A' et B' leurs
images respectives par la
translation de vecteur 1.
B' faisant partie de 1'axe A,
il est sa propre image par
la réflexion s, .

Le point A' n'appartenant pas a I'axe de symétrie, il est donc distinct de son image A".
En tous cas, les points A et B ont pour images respectives A" et B' par s, otj.

Or, nous pouvons écrire que :
AA"=AA'tA'A"=i+A"A"=BB'+ A'A" #BB

[
Vecteur non nul

La composée s, ot; ne peut donc étre une translation. Pour cela, il aurait fallu que

'on passat de A en A" et de B en B' selon un méme vecteur !
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Mon voyage au pays des isométries
Désormais, nous pouvons l'affirmer :

Conclusion : s, ot; n'est ni une translation, ni une rotation, ni une réflexion.

s, oty est une isométrie d'un nouveau type que I'on appelle symétrie glissée suggérant
par la qu'elle conjugue symétrie axiale et déplacement. Nous reviendrons
ultérieurement sur les propriétés de cette nouvelle espece d'isométrie.

Dans I'immeédiat, nous allons nous intéresser a l'autre composée t; o s, .

La composition est rarement commutative. Pourtant, ici elle I'est ! Nous devons
prouver que pour tout point A, t; o s, (A)=s, otz (A).

Lorsque le pomt A appartient a I'axe A, les choses sont relativement claires.
A u LA A Appelons A'l'image de A par t.

>

u étant un vecteur directeur de A, le point A' appartient a I'axe A comme A.
Ensuite, nous pouvons écrire deux choses :

D'abord : s, otz (A)=s,(A")=A" carA' appartient al'axe A.
Ensuite : t; 05, (A)=t5(A)=A" car A appartient aussi a l'axe A.
Bref, pour tout point A de I'axe A, nous avons I'égalité : t5 os, (A)=s, ot (A)

A un p01n u plan appa enant pas a
l'axe A.

Nous appellerons A' son image par t; .

I J A Si A" est le symétrique de A' par rapport a
m ] l'axe de A alors s, ot (A)=A"

Enfin, nous baptisons B le symétrique de
A par rapport a A.

Voyons maintenant ce qu'il en est lorsque ﬁli)n A 1?1(1 M %rrl1 e? P
u A

Nous devons prouver que A" est I'image de B par la translation de vecteur u.

Comme i est un vecteur directeur de A alors les droites (AA") et (IJ) sont paralléles.

De plus, les droites (AI) et (A'J) étant perpendiculaires a 1'axe A alors elles sont

paralleles entre elles.

Ayant ses cOtés opposés paralleles deux a deux, le quadrilatére non croisé AA'JI est un

parallélogramme. D'otl les égalités AA'=t=1J et AI=A"J.

Comme I et J sont les milieux respectlfs des segments [AB] et [AA"] alors :
[B=AI=A'J=JA"

L'égalité IB=JA" nous indique que IJA"B est un parallélogramme. De 13, il vient :

BA"=1J =i
Donc A" est I'image de B par la translation de vecteur i . Par conséquent, il est aussi
I'image de A par la composée t; os,.

Nous avons prouvé que pour tout point A: &5 os, (A)=A"=s, ot;(A)

Conclusion : Al'instar de la composée s, otj, t; S, est aussi symétrie glissée.
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Mon voyage au pays des isométries
3. Le vecteur u n'est pas un vecteur directeur de A et n'y est pas normal
Pour traiter ce cas, nous allons utiliser les deux précédents.

B — Le vecteur u peut étre vu comme étant la
somme d'un vecteur directeur v de A et de

v R I'un de ses vecteurs normaux w.

Si nous parlions de géométrie analytique, nous pourrions dire que nous décomposons
le vecteur u dans un repere orthonormé dont A est 1'axe des abscisses. Quoiqu'il en
soit, nous avons la double égalité :

G=V+W=w+7
D'un point de vue "translation", elle se traduit par :

tﬁ =t‘7 Ot‘TV =t7\7 Ot{,

A partir de 1a, nous pouvons nous prononcer sur les composées qui nous intéressent :

' o — . — — - = ' =
D'abord: s, oty =s) ot oty = Sp ot oty = Sy oty
o L,
west normal a A vest parallélea A
Clest une réflexion d'axe A' C'est une symétrie glissée
parallelea A
Ensuite: & os) =t ot-os, =150 Sp ot = t; oSy
0 L,
w est normal a A vest paralléle a A
Clest une réflexion d'axe A’ C'est une symétrie glissée
parallelea A

Conclusion : Les deux composée s, ot; et t; s, sont des symétrie glissées.

La composée d'une translation et d'une réflexion nous a donc amené a découvrir une nouvelle
isométrie. Apres toutes ces aventures, une belle conclusion s'impose !

Conclusion : La composée d'une réflexion et d'une translation est :
e Une autre réflexion d'axe paralléle lorsque le vecteur de translation est normal a
I'axe de symétrie.
e Une symétrie glissée sinon.

Dans le prochain paragraphe, nous étudierons en détail cette nouvelle isométrie qu'est la
symétrie glissée. Dans I'immédiat, nous allons nous intéresser a la composée d'une rotation et
d'une réflexion. Qui sait ? Peut-étre, aboutirons-nous a un nouveau type d'isométrie ?

La composée d'une rotation et d'une réflexion

Nous allons travailler avec la rotation ry , et la symétrie axiale s, . Nous supposerons que

I'angle o de la rotation n'est pas un multiple de 27 pour que la rotation ne soit pas l'identité.

Commencons par traiter le cas de la composée 1y , o s, .

Le théoréme de décomposition nous permet de dire que la rotation r, , peut étre vue comme

D’ étant une composée de deux réflexions sp et sp
dont les deux axes sont sécants en A et dont 1'angle
/2 . a
A ﬁ o/ D orienté (D ; D") mesure —
2
A Nous décidons que la droite D est parallele a 'axe A.
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Mon voyage au pays des isométries
Nous pouvons écrire que :

TA0 °SA =Sp'°Sp °Sp =Sp’° Sp °SA = Sp' Ly
Axes paralléles tin'est pas normal a D'

C'est unetranslation dont le vecteur  C'est une symétrie glissée
u est normal a ces deux axes

Intéressons-nous a présent a l'autre composée s, o1y !

A . : A :
La encore, la rotation ) o Peut etre vue comme etant la
A D' composée Sp o Spr.
7 /2 Seule différence avec le cas précedent : nous choisissons

p ladroite D' paralléele a I'axe A.

Ayant planté le décor de nos ébats, nous pouvons entamer la manoeuvre :

SA°TAq =Sp°Sp'°Sp = SA °Spr °Sp = tiosp
Axes paralleles tin'est pasnormal a D
C'est une translation dont le vecteur C'est une symétrie glissée

u est normal a ces deux axes

Ainsi pouvons-nous conclure que :

Conclusion : La composée d'une rotation et d'une réflexion (ou le contraire) est une
symétrie glissée.

Une autre isométrie au-dela de la symétrie glissée ?

Ayant découvert une nouvelle isométrie a partir de trois que nous connaissions, il se peut que
d'autres especes émergent de composées impliquant des symétries glissées. Nous nous
remettons en route, a la recherche d'une isométrie inconnue.

Méme si nous reviendrons dessus en détail, il n'est pas inutile de rappeler ce que nous
entendons par symétrie glissée.
De notre point de vue, une symétrie glissée est la composée d'un réflexion s, et d'une

translation t; dont le vecteur est parallele a I'axe de symétrie. Nous savons que dans un tel
cas, les deux isométries commutent : la composée s, ot est aussi tz os,.
Ayant rappelé ces résultats, nous pouvons démarrer...

1. La composée d'une translation et d'une symétrie glissée
Nous allons travailler avec la translation t; et la symétrie glissée g =s, oty =t S, .

Utilisant ce qui a été fait tant pour les translations que juste avant, nous avons :

D'abord got; =s, © t; oty = Sp oty
L 1
Composée de translations  Réflexion ou symtrie glissée
Ensuite t;og = t; oty 08y = t; 5 °Sp
I—__I . Ve . l——j' . 7’
Composée de translations Réflexion ou symtrie glissée

Conclusion : la composée d'une translation et d'une symétrie glissée est une
réflexion ou une symeétrie glissée.

2. La composée d'une rotation et d'une symétrie glissée
Les protagonistes de notre affaire sont la rotation r, , et la symétrie glissée
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Mon voyage au pays des isométries
g =S, otz =t; os, oulevecteur u estun vecteur directeur de 1'axe de symétrie A.

Si vous ce qu'est une composée d'une rotation avec une translation ou avec une
réflexion, alors vous allez comprendre ce qui suit :

D'abord gory , =Spo tiorp, = Sp°TR
’ |—’I . I—’I .
C'est unerotation C'est une symtrie glissée
Ensuite 1, ,°9= LN & °oS) = TR o °SA
C'est encore une rotation C'est encore une symtrie glissée

Conclusion : la composée d'une rotation et d'une symétrie glissée est une autre
symétrie glissée.

3. La composée d'une réflexion et d'une symétrie glissée
Les acteurs de notre histoire nous la sympathique réflexion sp, et la sémillante
symétrie glissée g = s, ot; =t o s, oule vecteur U est encore colinéaire a A.
Pour notre affaire, il suffit juste de se rappeler ce que donnent les composée de deux
réflexions ainsi que d'une rotation et d'une translation. A I'attaque !
D'abord gosp=t;> s, oSp  =Rotationoutranslation
| I

C'est unerotation
ouune translation

Ensuite spog=  spos, ot =Rotation outranslation
S

C'est unerotation
ou unetranslation

Conclusion : la composée d'une symétrie axiale et d'une symétrie glissée est une
rotation ou une translation

4. La composée de deux symétries glissées
Nous considérons deux symétries glissées g =s, oty =t o5, et h=s, oty =t; 05,.
Bien siir, pour chaque symétrie glissée, le vecteur de translation est réputé directeur de
I'axe de symétrie de la réflexion correspondante.
Pour cette affaire, seules deux choses sont a savoir. D'abord, une composée de deux
réflexions est soit une rotation, soit une translation. Ensuite, une composée de
rotations et translations est soit une rotation, soit une translation.

goh=t;o Sy °Sp ot; = Rotation ou translation

. I—I .
Rotation ou translation

Conclusion : la composée de deux symétries glissées est une rotation ou une
translation.

Pour certains, la déception est immense mais nous n'avons pas découvert de nouvelle
isométrie. Peut-étre n'en existe-t-il pas d'autres que les quatre que nous connaissons ?

Plus tard, nous essayerons de répondre a cette boulversifiante question avec les points fixes.
Dans I'immédiat, nous allons revenir sur cette nouvelle isométrie qu'est la symétrie glissée.
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Mon voyage au pays des isométries
[4 ) . (4
La :t,mefne gliccee

Lorsque nous l'avons rencontrée, nous avons défini la symétrie glissée comme étant la
composée d'une réflexion et d'une translation de vecteur colinéaire a 'axe de symétrie.
En fait, nous aurions étre beaucoup généraux et généreux en déclarant :

Définition d'une symétrie glissée

On appelle symétrie glissée toute composée dune réflexion et d'une translation dont le
vecteur n'est pas normal a 1'axe de symétrie.

Cette définition appelle plusieurs remarques :

e La symétrie glissée est un anti-déplacement car elle change les angles orientés en leur
opposé. Elle hérite cette propriété de la réflexion.

Le vecteur de translation ne peut étre normal a 1'axe de symétrie car la composée est
alors une réflexion.

Pour cette méme raison, le vecteur de translation ne peut étre nul.

Cependant, certains considerent que les symétries axiales sont des symétries glissées
particulieres.

Ensuite, nous parlons d'une composée réflexion/translation mais notre définition vaut
aussi pour l'autre sens de composition translation/réflexion.

Nous avons vu que toute symétrie glissée s, ot; pouvait étre ramenée a une autre de la forme
Sp oty oule vecteur v est un vecteur directeur de 1'axe de symétrie D.

Cependant, si les deux derniéres isométries sp et t; commutent entre elles (c'est-a-dire

Sp oty =t; osp), il ne va pas nécessairement de méme pour les deux premiéres s, et t

La symétrie glissée s, oty n'est pas nécessairement la symétrie glissée t; o s, .
C'est notamment le cas sur l'exemple qui suit.
o

>

Sur I'exemple ci-
‘ contre, le triangle
| F ABCn'apasla
meéme image par
la symétrie glissé
sy oty (vert) que
par t5 o sy

(violet). Ces deux
composées sont
deux isométries
différentes.

Dans le présent
cas, la réflexion
s, etla

translation 3 ne
commutent pas/
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La symétrie glissée sous un angle complexe
Toute symétrie glissée g est la composée d'une réflexion s, et d'une translation t; ou u est
un vecteur directeur de l'axe A. Dans une telle situation, nous savons que ces deux
applications commutent. Indifféremment, nous pouvons écrire :
g=Spol; =108,
La situation est celle ci-contre.
Une expression complexe de la translation
A . .
t; est:
t; =z+u
ou u est l'affixe du vecteur u.
Comme U a méme direction que 1'axe A alors
u= k % el.OL
ou k est un nombre réel positif ou négatif.
Par contre, k ne peut étre nul car i #0.
B Enfin, une expression complexe de s, est:

A 4

~

sp(z)=e**t z4+e"* x k'

ou k' est un nombre réel quelconque.
Ayant dit tout cela, les choses vont aller tres vite. Pour tout nombre complexe z, nous avons :

g(z) =t os,(2)
=t; (s5(2)

=t (e2'°‘" z+et% x k'.i) =e?*z+e xklit+kxe =e** z+ et (k+ik')

Nous avons trouvé une expression complexe pour une symétrie glissée.

Conclusion : Toute symétrie glissée g a une expression complexe de la forme
g(z)=az+b
ou a est un nombre complexe de module 1 et b un autre nombre complexe.

Peut-étre cette conclusion est-elle trop générale ? A présent, se pose la question réciproque.

Peut-on dire qu'une application complexe f(z)=a.z+b ou a est un nombre complexe de
module 1, est géométriquement une symétrie glissée ?

Nous avons déja répondu a une telle question mais avec les fonctions f(z) =a.z+b . Nous

avions alors conclu que fétait géométriquement soit une translation, soit une rotation.
A la lumiere des événements que nous venons de vivre, voyons ce qu'il en est ici.

D'abord comme a est un nombre complexe de module 1 et pour peu que 1'on appelle o un
nombre réel dont le double est un argument du complexe a, nous pouvons écrire :

a= e20L.l

Ensuite le complexe e® étant non nul (car de module 1), il est possible de diviser b par sa
personne. On appelle ¢ leur quotient. Pour f{z), il advient alors :
fZ)=az+b

=e**'Z+e" e

=201 7 ol (Re(e) +1i.Im(e)) = le2°°'i Z+el® . Im(c)+ el® Re(c)

Symétrie axiale Eventuelle translation
st Re(e)est non nul.
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Cette modification d'écriture nous permet de conclure.

Conclusion : Une application complexe fde la forme f(z)=a.z+b ou a est un nombre
complexe de module 1, est géométriquement une symétrie glissée ou une réflexion.

Toute cette théorie est bien belle mais rien ne remplace deux bons exemples.

Intéressons-nous a l'application complexe f(z)=-i.z+1+1.
a b

Le coefficient a ayant pour module 1, nous savons que fest soit une réflexion, soit une
symétrie glissée. Pour nous prononcer, nous devons modifier I'écriture de f{z) et tenter de
faire apparaitre le réel a.

—T T

X 2.(].1‘ i—
f@=e 2Z+1+i=e ‘4 7+ J2xe 4
I.—I, .
Forme trigonométrique

de1+1i

V4 . . V4 \ n N .
Dans le présent exemple, il est clair que o est égal a ——. De 1a, nous poursuivons :
4

(—ﬁj . T. ;. [—nj . .,
2| — |1 —i1 T 2| — |1 —.
F@)=e \4/) Z+f2ax e 4 xe2 =e ‘4 Zie 4 in2
car-n/4+mn/2=n/4
En nous appuyant sur ce qui vient d'étre fait, nous pouvons conclure que géométriquement,
I'application complexe f(z)=-i.z+1+1 est une simple symétrie axiale d'axe A.
A partir des renseignements que nous avons, nous pouvons déterminer une équation de A.
. , . . , Y
D'abord une mesure de 1'angle orienté entre I'axe des abscisses et la droite A étant o= ——,
4

nous en déduisons que le coefficient directeur de A est m,, = tan(—ﬁj =-1.

4
Donc I'équation réduite de A est de la forme y = —x + p ou p est une constante a calculer.

—.1
Ensuite si on appelle O' I'image de 1'origine O alors O' a pour affixe e 4 i2=1+1.
Les coordonnées de O' sont donc (1;1) . Comme A est la médiatrice de [OO'] alors le milieu

I(o,5;0,5) fait partie de cette droite A. De 14, on trouve p et 1'équation réduite de A.

Conclusion : L'application f(z)=-1.z+1+1 est la réflexion d'axe A d'équation y = —x +1.

Prenons un autre exemple en la personne de 1'application complexe g(z) =z + 3 +1.
Son coefficient de z étant de module 1, g est ou bien une symétrie axiale, ou bien une glissée.

La encore, pour le savoir, il faut modifier I'expression de g afin de faire apparaitre I'angle a.
g2)=e”1Z7+3+i=e¥Z+3+i

Clairement o = 0. Quelle application sympa cette fonction g ! Continuons !

2X0xX1 2X0X1 7+ e0><l i| + e0><l.3

Z+e¥t3+ePi=e
L . .
Symétrie axiale Translation

g(z)=e”1Z13+i=e

Conclusion : L'application g(z) =7+ 3 +1 est une symétrie glissée qui peut étre vue comme
étant la composée de la réflexion d'axe A : y = -0,5 et de la translation de vecteur ﬁ(3;0).

On remarquera que dans le présent cas, u est un vecteur directeur de l'axe A.
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A la rcwerdie de ¢’ icometne PUBw; D par ses /;m‘nfs s

Nos récentes aventures nous ont permis de découvrir une nouvelle isométrie en plus des trois
que nous connaissions déja : la symétrie glissée. Cependant, peut-étre en existe-t-il d'autres ?
Ayant déja exploité 1'outil de la composition, nous allons a présent utiliser les points fixes.

Définition d'un point fixe
Dire qu'un point est fixe pour une isométrie signifie qu'il est sa propre image par celle-ci.

Des points fixes, une isométrie peut en avoir autant qu'elle veut ! Cela ne regarde qu'elle !
Pourtant ce nombre induit des choses sur sa nature. Passons les différentes possibilités en
revue. Dans ce qui suit, fest une isométrie quelconque.

1. L'isométrie f admet au moins trois fixes non alignés
Appelons A, B et C trois de ces points fixes. N nous avons donc :
flA)=A f(B)=B fIC)=C.
Nos trois points sont réputés sont non alignés.
Soit M un point quelconque du plan. Nous appelons M' son image par f.
Procédons par l'absurde : supposons que ces deux points M et M' soient distincts.
Comme ils sont distincts alors il est 1égitime de parler du segment [MM'] et surtout de
sa médiatrice D.
Comme fest une isométrie et f(AM)=AM' alors les distances AM et AM' sont égales.

Donc le point A appartient a la médiatrice D du segment [MM'].

Et ce qui est valable pour A, 1'est aussi pour les points B et C.

Ainsi en supposant que M et M' sont distincts, arrivons-nous a 1'absurdité que les trois
points non alignés A, B et C appartiennent a une méme droite : D !

Notre supposition était donc fausse : les points M et M' ne peuvent pas étre distincts.
Ils sont confondus.

Ainsi pour tout point M du plan, avons-nous : fAM) = M.

Une seule isométrie remplie cette condition : c'est 'identité.

Conclusion : Une isométrie qui a au moins trois fixes non alignés est 1'identité.

2. L'isométrie f admet au moins deux points fixes distincts
L'isométrie fadmet au moins deux points fixes distincts A et B.
D'entrée, écartons le cas ou il existerait un troisieme point fixe qui serait non aligné
avec A et B. Nous retombons alors sur le premier cas.
Donc s'il existe un troisieéme point fixe, il fait nécessairement partie de la droite (AB).
Comme précédemment, nous considérons un point quelconque du plan que nous
appelons M. On appelle M' son image par f.
La deux cas sont a envisager :

— Si les points M et M' sont confondus alors M est un point fixe de l'isométrie fet
donc, fait partie de la droite (AB).
Par conséquent, nous pouvons dire que M' est le symétrique de M par rapport a (AB).

— Si les points M et M' sont distincts alors on peut parler de la médiatrice D du
segment [MM'].

La encore, comme fest une isométrie alors les distances AM et AM' sont égales.
Il en va de méme pour les distances BM et BM'.
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Donc les points A et B appartiennent a la médiatrice D du segment [MM'].
Dans ce cas-la aussi, M' est le symétrique de M par rapport a 1'axe (AB).

Résumons-nous : A tout point du plan M, l'isométrie ffait correspondre son
symétrique par rapport a la droite (AB).

Conclusion : Une isométrie qui a au moins deux points fixes distincts et qui
n'est pas l'identité, est une réflexion.

3. L'isométrie f a un seul point fixe

Nous appelons A l'unique point fixe de l'isométrie_f.

Soit B un autre point du plan et B' son image par 1'isométrie_f.

Comme A est le seul point fixe de falors les points B et B' sont nécessairement

distincts. On peut donc parler du segment [BB'] et de sa médiatrice D.

A et B' étant les images respectives des points A et B par l'isométrie f, nous avons que :
AB' = flAB) = AB

Donc le point A appartient a la médiatrice D du segment [BB'].

Intéressons-nous a la symétrie axiale sy, et surtout a la composée sp o f .

En tant que composée de deux isométries, sp o f en est une autre.

Deplus: spo f(A)=sp(f(A)=sp(A)=A

Deméme: spo f(B)=sp(f(B))=sp(B')=B car D est la médiatrice de [BB'].
Donc l'isométrie sp o f a au moins deux points fixes distincts. Il y a déja A et B.

La conclusion du cas précédent va nous aider. Car deux situations sont possibles.

— sp o f peut étre l'application identique. (Trois points fixes non alignés)
Autrement écrit : sp o f =Id
Cela fait de f 1'application réciproque de la symétrie axiale sp. Donc: f =sp.

fest alors une réflexion. Ce qui n'est pas possible car fn'a qu'un seul point fixe !
Donc cette premiere possibilité n'est pas possible !

— sp o f peut étre une réflexion.
La symétrie axiale sy, étant sa propre réciproque, nous avons que sposp =Id.
Utilisons cette trouvaille :
f:Idof:sDo sDof
|—‘I
Réflexion
L'isométrie f peut donc étre vue comme la composée des deux réflexions spy et spo f .

Par conséquent, fest soit une translation, soit une rotation.
Une translation n'ayant pas de point fixe, f ne peut étre qu'une rotation.

Conclusion : Une isométrie ayant un seul point fixe est une rotation.

4. L'isométrie fn'a aucun point fixe
Soit A un point quelconque du plan. Il est distinct de son image A' par l'isométrie f.
Le vecteur A'A est non nul. La translation ¢ n'est donc pas l'application identique.

Intéressons-nous a la composée & o f .
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En tant que composée de deux isométries, t4 o f est en une autre.

De plus : tm o f(A) = tm (f(A)) = tm (A') =A
Donc A est un point fixe de l'isométrie ¢ o f . Celle-ci admet au moins un point fixe.

La plusieurs situations sont possibles suivant le nombre de points fixes :

— L'isométrie & o f peut étre I'identité. (Trois points fixes non alignés).
Ayant l'égalité t-+ o f = Id, 'isométrie fest la réciproque de la translation & .

Donc fest la translation &5+ .

— L'isométrie & o f peut étre une réflexion s, . (Au moins deux points fixes)

Composant par les deux membres de 1'égalité par t il nous arrive :

v
tmOfZSA = t—.otmofzt—.OSA = thE.OSA
Id

La, deux options existent : soit_fest une réflexion, soit fest une symétrie glissée.
N'ayant aucun point fixe, fne peut pas étre la premiere mais peut étre la seconde
Donc fest une symétrie glissée.

— L'isométrie & o f peut étre une rotation r¢ , . (Un seul point fixe).

La encore, nous allons composer les deux membres de I'égalité par ;. Il vient :

tygof =Tca © Lrelggof=tg e < J=lggem.
I — |
Id
En tant que composée d'une translation et d'une rotation, fest donc une rotation.

Cependant fn'a aucun point fixe. Ce ne peut donc étre une rotation. Donc bug !

Conclusion : Une isométrie sans point fixe est soit une translation, soit une
symétrie glissée.

Ayant passé en revue tous les cas possibles quant au nombre de points fixes que peut avoir
une isométrie, nous savons désormais qu'il n'existe pas d'autres isométries que celles que
nous connaissions. Notre voyage touche a sa terme. Le pays des isométries est conquis

Les différentes ethnies du pays d'isométries

Si fest une isométrie alors :

Si f n'a aucun point fixe alors fest soit une translation, soit une symétrie glissée.
Si f a un unique point fixe alors fest une rotation.

Si f a au moins deux points fixes et que tous sont alignés alors fest une réflexion.
Si f a au moins trois fixes non alignés alors fest I'application identique.

Hormis ces cing espéces, il n'existe pas d'autre type d'isométrie. Ainsi est ce fameux pays
des isométries...

clusivement en ligne par le site la taverne de I'Irlandais. Seul son usage non
tion non restreinte ou sur le Web est strictement interdite. L'auteur ne renonce a aucun
té géneré avec Ghostword. La plupart des figures ont été réalisées avec Déclic.

soit I'adversité, ma loyauté demeure mon honneur.
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