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Le mot de I'auteur

Derniére cuvée avant changement de programme ! Car a la rentrée prochaine,
I'intégration par parties, les équations différentielles, les combinaisons et les
sphéres nous quittent remplacées par les probabilités continues qui arrivent
en masse. Nous récupérerons aussi certaines notions comme les limites et les
asymptotes qui avant se traitaient en premiére S.

Et il est probable que 1'épreuve de mathématiques du baccalauréat S changera
dans la foulée méme si personne ne sait a quoi elle ressemblera. Peut-étre
I'introduction d'une épreuve pratique sur 4 points a 1'image de ce qui se fait
déja en sciences physiques ou en biologie ? Histoire que tout le monde ait au
moins quelques points. Quelle générosité ! Sauf qu'en matiére de notation, la
générosité précede souvent la dévalorisation du dipléme.

D'aucuns disent que les exigences ne baissent pas et qu'il n'y a qu'a voir pour
s'en convaincre les épreuves donnés au bac et leurs résultats. C'est vrai en
apparence mais faux dans la réalité. Car, dans les coulisses du bac, d'abord on
décide de la moyenne a obtenir, puis on fait le baréme pour y arriver. Alors,
forcément, ca masque un peu la réalité.

Certains disent que le probleéme n'est pas le niveau mais la maniére dont il est
mesuré. Alors ils proposent de changer le systeme de notation et d'aller vers
«l'évaluation par compétences» qui ne mesure que ce que l'évaluateur veut
bien voir. Il fait froid mais il y a du soleil. L'évaluateur retiendra qu'il y a du
soleil. Mais il fera toujours froid.

Les exercices de ce volume sont classés par catégories :
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Analyse ‘
| Une fonction par une autre

Le contexte |

Un probléme construit autour de I'étude d'une fonction rationnelle se conclue par une
question sur un prolongement qui doit étre continu et dérivable.

L'énoncé |

La fonction ¢ est définie sur R par :
(p(x) =x>-3x+5

a) Dans cette sous-partie, nous allons déterminer le signe de (p(x) sur R.
1. Déterminer les limites de la fonction ¢ aux infinis.
2. Etudier les variations de la fonction ¢ sur IR.
3. Démontrer que 1'équation (p(x) =0 admet dans IR une unique solution o dont on
donnera une valeur approchée au centiéme prés a l'aide de la calculatrice.
4. En déduire le tableau de signe de ¢(x) sur R.

La fonction f est définie sur I'ensemble [0;1] U ]1;+o0[ par:

23 —x2 -4

f(X): ¥ -1

On appelle (C) sa courbe représentative.
b) Calculer f(0).

c¢) Dans cette sous-partie, nous allons nous intéresser aux limites de la fonction f ainsi
qu'aux asymptotes de la courbe (C).
1. Déterminer les limites de f'au voisinage de 1.
Quelle est la conséquence graphique de ces limites.
2. Déterminer quatre coefficients entiers non nuls a, b, ¢ et d tels que pour tout réel
x de l'ensemble [0;1] U |1;+00] , on ait :
c-x+d

f(x)za-x+b+ 2

3. Démontrer que la courbe (C) admet au voisinage de +oo une asymptote A dont
on précisera 1'équation.
4. En déduire la limite de la fonction fen +oo .
5. Etudier la position relative de la courbe (C) vis-a-vis de son asymptote A sur
I'ensemble [0;1[ U Ji;+oo] .
d) Dans ces questions, nous allons déterminer les variations de la fonction f'en utilisant la
fonction auxiliaire @.
1. Démontrer que pour tout réel x € [0;1[ U ]I;+o[ , nous avons :

, 2xx@(x
O
(1)
2. En déduire les variations de la fonction f'sur I'ensemble [0;1[ U ]l; +oo[ .

3. Déterminer 1'équation réduite de la tangente 7, a la courbe (C) au point
d'abscisse 0.

¢) On souhaite prolonger la fonction f'sur l'intervalle ]—oo; 0[ par une fonction de la forme

axx+b+sin (Sx) ainsi que cela a été fait sur le graphique ci-dessous.
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Déterminer les coefficients a et b pour que la fonction fainsi prolongée soit continue et
dérivableen x =0
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Le corrigé

a.1) Afin d'éviter tout conflit aux infinis, factorisons d'entrée (p(x) par son terme le plus

fort qui est x> . Pour tout réel x non nul, nous pouvons écrire :

(p(x)=x3 —3x+5=x> x{l—?)xi+i} =x x{l—3xi+i}
3 3 2 3
x> X x° x

11 vient alors :

lim (p(x)z lim x3><|:1—iz+i3:|:(—oo)x|:l—0++0:|=(—oo)><1=ﬂ

X—>—0 X—>—0 X X
lim ¢(x)= lim X x 1—i+i =(+oo)x[1—0++0+J=(+oo)x1=@
X—>+0 X—>+0 x2 x3

a.2) La fonction ¢ est dérivable sur R comme toutes les fonctions polynomiales.
Pour tout réel x, nous avons :

(p'(x):3x2—3><1+0:3><(x2—1)

Connaissant le signe du facteur x? -1 , nous en déduisons le signe de la dérivée go'(x) et

de 1a, les variations de la fonction ¢.

X —00 -1 1 +00
3 + + +
x2 -1 + 0 - 0 4+
o'(x) + 0 — 0 +
7 +o0
0 7 N 7
—0 3

a.3) D'abord, remarquons que la fonction ¢ est continue sur R car elle y est dérivable. Qui
peut le plus, peu le moins. Ensuite, nous partitionnons I'ensemble des réels.
& La fonction ¢ est strictement croissante et continue sur l'intervalle ]—oo;—l] .

L'image de I'intervalle |-oo;—1] par la fonction ¢ est l'intervalle |—o0;7] .
Comme 0 fait partie de cet intervalle image, alors, en application du «théoréme
de la bijection», il admet un unique antécédent par la fonction ¢ dans ]—oo; —1] .

& Le minimum de la fonction @ sur l'intervalle ]—1; +oo[ est 3.

Par conséquent, 0 ne peut avoir d'antécédents par ¢ dans cet intervalle.
Conclusion : I'¢quation ¢(x)=0 admet une unique solution dans IR = J—o0;—1] U |-1;+00] .

Un encadrement au centiéme de cette solution o est :
2,28 <0 <-2,27|

a.4) Vu les questions a.2 et a.3, nous concluons que le tableau de signe de ¢ est :

X —0 (o} +0

o(x) -0 F

b) Calculons 1'image de 0 par la fonction f.

2x0°—07 -4 -4
o)== 2 Ty
7(0) o =4

c.1) Deux limites sont a envisager au voisinage de 1 : I'une a gauche et l'autre a droite.

Lorsque x tend vers 1, le numérateur 2x> —x? —4 tend vers 2x13 —12 —4 =3 par
continuité. En nous servant du tableau de signe ci-contre, nous pouvons écrire :

A gauche de 1, x* —1 tend vers 0. A droite de 1, x% —1 tend vers 0" .

lim f(x)=—3=+oo lim f(x)=—3=—oo

x—1" B i x—1* 0"

La courbe (C) s'envole a gauche de 1 et plonge a droite. Nous en déduisons que la droite
d'équation x =1 est une asymptote verticale a la courbe (C).

¢.2) Nous allons décomposer la fonction rationnelle f (x) en extrayant le dénominateur
de chacun des termes du numérateur. C'est la «mauvaise méthode».

Combien de b o TR
fois ‘Cz—l o Soit 2x3 :Of? _peut aussi E
— N 5 wtiliser la bonne
32 2xx[x“=1)+2x—x" -4 'méthode par 1
2x x° -4 # A E |
f(x) = = iidentification... '
2 2 I

x“ -1 x“ -1

Combien de -

fois x2_1 7 Soit 2x°

I |
ZxXM I (—1)><(x2—1)—1+2x—4
= % + 5 =2x+

-1 x* -1

()< [33<1) )
2x 5:2 | 2x-5

+ x—1+==
E e 21

=2x+
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La méthode par identification des coefficients de méme degré des numérateurs
On veut écrire la fonction rationnelle f (x) sous la forme :

(a'x+b)><(x2—l)+c'x+d

_ +b+c~x+d:
flx)=a-x x2-1 x2 -1
-x3+(—1)-x2+@~x+ —4 @-x3+@-x2+(c—a)-x+ (d—b)
x2 -1 - x? -1

Ces deux fractions égales ayant le méme dénominateur, nous en déduisons que leurs
numérateurs sont égaux. Identifions les coefficients de méme degré de ces derniers.

2=qa soit a=2| Etd'un!
En x° —1=b soit b=-1] Et de deux !
Enx 0=c-a < c=a=2| Et detrois !

-4=d-b & d=-4+b=-4-1=-5| Etdequatre!
Nous en concluons que la forme décomposée de la fonction rationnelle f'est :

f(x):Zx—l+i§:i

¢.3) La forme décomposée de f (x) est la somme du terme affine 2x—1 et d'un terme

inverse. Déterminons la limite de ce dernier au voisinage de +co .

22 22
_ - - _ +
lim 257~ dim kX im X v 220 gt ot
x%+oox2_1 xﬁ+oox2 1_L X—>+0 X 1_i 1_0+
2 2
X X

Ainsi, au voisinage de +oo, f(x) se comporte comme sa partie affine 2x—1.

Conclusion : la courbe (C) admet au voisinage de +co une asymptote A dont I'équation
réduite est y=2x—1.

c.4) Au voisinage de +o , la courbe (C) se confond avec son asymptote A. Autrement dit,
la fonction f'se comporte comme sa partie affine. Par conséquent :
lim f(x)= lim 2x—1=+o|

X—>+00 X—>+00

¢.5) La position relative de la courbe (C) vis-a-vis de son asymptote A est donnée par le
signe de leur différence d'ordonnées pour une méme abscisse x :
2x-5
Yo~ =/ ()= (2x-1) =5
x% -

Dressons le tableau de signe de cette différence...enfin de ce quotient sur [0;1[ U ]1;+oo[ .

X 0 1 % +00
2x-5 - - 0 +
x? -1 - 0 + +
) = XA + - 0 +

Nous en concluons :
= La courbe (C) est au-dessus I'asymptote A sur les intervalles [O;l[ et ]2,5;+oo[ .

= La courbe (C) croise son asymptote Aen x =2,5.

= La courbe (C) est au-dessous de son asymptote A sur l'intervalle ]1;2, 5[ .

d.1) fest le quotient des fonctions [u(x)= 2x° —x? -4 et v(x)= X2 -1
u'(x):6x2—2x v'(x)=6x2—2x
Dérivable sur IR Dérivable sur R
Non nulle sur IR\ {il}

Nous en déduisons que la fonction f est dérivable (au moins) sur [0;1] U |1;+oo[ et que

pour tout réel x de cet ensemble, nous avons :
u'(x)xv(x)-v'(x)xu(x
£(x)= (x)xv(x) 2() (x)

[v()]

~ (6x2—2x)><(x2—1)—2x><(2x3—x2—4)
B}
_ 6x* —6x? —b\{+2x—4x4+>\{+8x

2
(+*)
o(x)

1

3
~ x4 —6x2 +10x ~ 2x><(x —3x+5)

T ey
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d.2) Connaissant le signe des facteurs apparaissant dans le quotient f '(x) , nous allons La courbe (C) accompagnée de ses deux asymptotes et de la tangente T}, est tracée sur le

pouvoir en déterminer le signe et ainsi en déduire les variations de f'sur [0;1] U J1;+oo] . graphique ci-dessous.

X 0 1 +00

N
7

VA

y4

2 o + - )

o(x) + + © /

(%) |o + " | Yy
o o /
A 7' /) To
/, ,..:\u S -
4 —0 / iLa courbe (C) :
ipasse au-dessus de:
d.3) L'équation réduite de la tangente 7;, est donnée par la formule : / 50” asymptote A S .
y=f"(0)x(x~0)+(0) La tangente est | A /(C)
A . thorizontale. 5 I
vee: ‘Vu le tableau de !
2><O><(p(0) 2%x0x5 ivariation de f, !

f0=4 a0

2 =0 ic'était prévisible !
(0*-1) b N -

Conclusion : I'équation réduite de la tangente T, est: y =0x (x - 0) +4 < y=4

e) On appelle g(x)=axx+b+sin(5x) le prolongement souhaité de la fonction /'sur
l'ntervalle ]—o0;0][ .

Prise au sens large, g est une fonction définie et dérivable sur IR dont la dérivée est :

Ce prolongement g doit vérifier plusieurs conditions :
& D'abord, il doit assurer la continuité de f'en 0. Autrement dit, on doit avoir :

2(0)=/(0) = ax0+b+sin(5x0)=4 < b+0=4 < b=4
& Ensuite, il doit assurer la dérivabilité de fen 0. On doit avoir :
g'(0)=f"(0) < a+5xcos(5x0)=0 < a+5x1=0 < a=-5

Conclusion : le prolongement souhaité pour expression g (x)=4—5x+sin(5x)
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I Classique logarithmique 3. Résoudre dans IR I'inéquation LA :

X —

Le contexte | En déduire la positive relative de la courbe (C ) par rapport a son asymptote A.

Un probléme construit autour de I'é¢tude d'une fonction affino-logarithmique avec tous les

classiques du genre : limites, asymptotes, dérivée, variations et théoréme de la bijection. b) A présent, établissons les variations de la fonction /.

Le probléme se conclut par la détermination d'une primitive. 1. Démontrer que pour tout réel x de l'intervalle ]1; +oo[ ,ona:
2
z < +1
L'énoncé | fl)y=——-> "
. . ) (x=D-(x+1)
La fonction f'est définie pour tout réel x de l'intervalle ]1; +oo[ par : 2. Dresser le tableau de variation de la fonction f.
x+1 3. Démontrer que I'équation f(x) =0 admet une unique solution o dans
f(x)=—x+4+In .
x—1 l'intervalle ]1; +oo[ .
Sa courbe représentative (C ) est tracée sur le graphique ci-dessous dans un repére Donner un encadrement au centiéme pres de cette solution o.
simplement orthogonal. 4. Dresser le tableau de signe de f (x) sur l'intervalle ]1; +oo[ .
y . o .
/ ¢) On appelle H la fonction définie sur l'intervalle ]1;+oo[ par:
Hx)=(x+1)-In(x+1)—(x—1)-In(x—1)
S . 1
1. Démontrer que H est une primitive de la fonction 4(x) =In [ il lj sur
x—
(€) lintervalle |1;+o0] .

2. Déterminer I'expression de la fonction F qui est la seule primitive de la fonction f
sur l'intervalle ]1;+oo[ vérifiant F(2) =3xIn(3)

Etablir les variations de la fonction F sur ]1;+oo[ .

Donner une valeur approchée de F' (o) au dixiéme pres.

Le corrigé

a.1) Lorsque x tend vers 1 par la droite :

Le numérateur x+1 tend vers 1+1=2
a) D'abord, intéressons-nous au comportement de la fonction f'aux bornes de son ensemble

de définition.

1. Déterminer la limite de / a droite de 1. ) x+1 2 ; ) 1
; ; : ; = le quotient —— tend vers — =+oo|  iCar [im In(t)=+x |
Interpréter graphiquement ce résultat. q Y1 o* = 5 ftoo :

Le dénominateur x—1 tend vers 0"

x+1 Tl LeemTTTTmemeees
. .. . ) 1 PR
2. Etablir la limite lorsque x tend +o0 du logarithme In [ . J . son logarithme In [ x+ 1 j tend vers +oo|
X—
En déduire que la courbe (C ) admet au voisinage de +oo une asymptote A dont

on donnera 1'équation réduite.
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Nous en concluons :

lim f(x)= lim —x+4+ln[x+ij:—l+4+(+oo):m

x>t x>t X =

Par conséquent, la droite d'équation x =1 est une asymptote verticale a la courbe (C ) .

a.2) Avant de nous intéresser a la limite de son logarithme en +o , penchons-nous d'abord
sur celle du quotient.

De prime abord, ' X (1 + 1) 1ot .
ic'est une forme | x+1_ li x lim x _1+0 =l=ﬂ
\indéterminée T xSt x =1 xo+ 1 x>0, 1 107 1
du type cof o s Xx 1-— 1——
--------------------- X X
La fonction logarithme népérien étant continue en 1, nous en déduisons :
. 1
lim In (ij =In(1)=0
x—+0  \x—1

2 Comme la fonction f'est la somme de la partie affine —x+4 et d'une partie
logarithmique tendant vers 0 en +oo, alors la droite A d'équation y =4 —x est une

asymptote oblique a la courbe (C) au voisinage de +oo .

Nous en déduisons aussi que la limite de la fonction f'en +oo est:

lim f(x)= lim —x+4+ln(x+1j =(—0)+0=—x|

X—>+00 X—>+00 X—

a.3) Résolvons dans IR 1'inéquation : éQuand ce quotient est-il !
x+1 x+1 istrictement négatif ?
—>1 < -1>0c T -
x-1 x-1 N
x+1-(x-1 +1-Xx+1 2
= # >0 & X X = >0
x—1 x—1 x—1
Le tableau de signe de ce dernier X —o 1 +o0
quotient est celui ci-contre = ;
! 2 + +
Nous en déduisons que l'ensemble
. . . | x—1 - 0 +
des solutions de cette inéquation est : !
S = ]1’ +oo[ E Leur _ 4
' quotient

< La positive relative de la courbe (C ) par rapport a son asymptote A va nous étre

donnée par le signe de leur différence d'ordonnées pour une méme abscisse :

xX— x—1

Y(c) = A :—x+4+1n(x+ij—(—x+4):ln(ﬁlj

Or, d'aprés la question précédente :
D'apres la résolution de l'inéquation
I

x>1 = x_+1>1 Ln ln[x+1j>ln(l)=0

x—1 Croissante sur ]0;+oc[ x—1

Conclusion : comme la différence d'ordonnées Yy~ Va est toujours strictement positive,

alors la courbe (C ) est toujours au-dessus de son asymptote A sur l'intervalle ]1;+oo[ .

b.1) Le logarithme du quotient étant égal a la différence des logarithmes.
Nous pouvons écrire que pour tout réel x >1 :

f(x)z—x+4+ln[x+ij= Cx+deIn(x+1)—In(x—1)
X — L ]
Autre écriture dcf(,\‘) idéale pour dériver

Comme les fonctions affines |u x) =x+1 et

u’(x):l

v(x)=x—1 sont dérivables et surtout
v'(x) =1

ln(u) ln(v) ‘

) 1 r
strictement positives sur |I;+oo[ , alors leurs logarithmes In(x+1) et In(x—1) sont aussi

dérivables sur cet intervalle. Et il en va de méme pour la fonction /! Par suite :

o -1 +1 -1
' —(_ 4’ u_—L:—l 1 _ 1 _
f(x) ( T )+u u +x+1 x—1 (x+1)><(x—1)
—x2+1+x—1—x+1_ % -1 X% +1

(x+l)><(x—1) (x+1)><(x—1) (x+1)><(x—l)

b.2) Les trois facteurs x4+l ; x+1 et x—1 étant strictement positifs sur ]1;+oo[ , nous en

concluons que la dérivée f ’(x) est strictement négative sur cet intervalle.

;A droite, le x 1 oo
itableau de

wvariation de la f’( x) _

fonction /=

! ! +00

i(— A gauche,

isa courbe (C) ! S \

| | oo
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b.3) Comme :

La fonction f* est dérivable donc continue sur l'intervalle ]l;+oo[.

La fonction f* est strictement décroissante sur l'intervalle ]1;+oo[.

L'image de l'intervalle ]1;+oo[ par la fonction f* est l'intervalle ]—oo;+oo[.

0 appartient a l'intervalle image |-o0;+o0| .
alors, en application du théoréme dit de la bijection, I'équation f (x) =0 admet un unique
antécédent dans l'intervalle ]1; +oo[ .

< D'apres la calculatrice, un encadrement au centiéme de cette solution o est :
4,45< 0 <4,46

b.4) Vu les questions b.2 et b.3, nous en concluons que le tableau de signe de f(x) est:

X | —00 o +00

£ | T 0 R

c.1) La fonction H est la différence de deux produits de fonctions dérivables sur ]1;+oo[ .

,
, /
(“XV) U Xv+v'xu
I 1 r 1

[(x+1)xtn(x+1)] = (x+1) xIn(x+1)+(In(x+1)) x(x+1)

zlxln(x+1)+x\i\L><N=ln(x+l)+l

/
, '
(“XV) w Xv+v'xu
I 1 I 1

[(x—l)xln(x—l)] z(x—l)' xln(x—1)+(ln(x—1))' x(x—l)
=1x1n(x—1)+x\1LxN=1n(x—1)+1

La fonction H est évidement dérivable sur ]1;+oo[ et pour tout réel x de cet intervalle :

H'(x)=[(x+1) In(x+D] =[(x=1)-In(x=1] == (In(x+1)+1)—(In(x-1)+1)

zln(x+1)+i—1n(x—1)—\\=1n(x+1)—1n(x—1)=h{ijj:h(x)

Comme la dérivée de la fonction A est la fonction %, nous en concluons qu'une primitive
de la fonction 4 sur l'intervalle ]1; +oo[ est la fonction H.

¢.2) La primitive F recherchée de la fonction f(x)=-x+4+h(x) estde la forme :
F(x) = _%sz +4x+H(x)+Cste

Pour déterminer la valeur de la constante Cste, utilisons la condition initiale :

F(2)=3-In(3) < —%+4x2+3\xtﬂQ—lxln(l)+Cste=3\><l~ﬂQl

& 2+8-1x0+Cste=0 < Cste=—6|
Conclusion : I'expression de la primitive F recherchée est :

F(x)=—§+4x+(x+l)~ln(x+l)—(x—l)~ln(x—1)—6

c.3) La fonction f'est la dérivée de sa primitive F sur l'intervalle ]l;+oo[ . Le signe de la

premicre va nous donner les variations de la seconde.

L/m/tef/n/e eni:| ! ﬂ \

i 2xIn(2)-2,5

e et 2xIn(2)-2.5 Y
Jm F(x)= lim =4+ 2xin(2)-07 ~6=2xIn(2)-2,5] ~cer 1, x(6)=0
| 1 In(x-1
lim F(x)= lim xzx[—l+i+x+lx n(x+ >—£>< n(x )_%:l
X—>+00 X—>+00 X X X X X X

_ T o0l 0 S D ;
_(+oo)><( 2+O +1x0-1x0 0)—(+oo)><( Zj_ﬂ \ECar i ln(t)=0+f
b toto :
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I Hétérographie logarithmique +

Le contetxe |

Cet exercice est une reprise du probléme précédent. Il consiste en 1'étude compléte d'une
fonction qui est a la fois affine et logarithmique.

“w

[\

L'énoncé |

~

La fonction f'est définie sur l'intervalle ]—2; +oo[ par :

x+2 >/
f(x)zl—x+ln(x+3j o j 2 3 4 5 7
On appelle (C ) sa courbe représentative. -1
a) Déterminer la limite de f (x) lorsque x tend vers —2 par la droite. On indiquera =2

I'éventuelle conséquence graphique de cette limite.

b) Démontrer que la courbe (C ) admet au voisinage de +oo une asymptote oblique A 4
dont on précisera l'équation.
Déterminer la position relative de la courbe (C) vis-a-vis de son asymptote A. Le corrige
a) Lorsque x tend vers —2 par la droite :
¢) Etablir que pour tour réel x >—-2,0ona: Le numérateur x+2 tend vers 0"
2
f’( x) = __XTHSxHS Le dénominateur x+3 tend vers 1"
(x + 2) ( X+ 3) .

. x+2 0

Dresser le tableau de variation de la fonction f'sur son ensemble de définition ]—2; +oo[ . = le quotient 3 tend vers - = ﬂ
1
d) Sur le graphique ci-apres, tracer la courbe (C ) ainsi que ses asymptotes. = son logarithme ln[x i i) tend vers «ln(OJr )» soit —oo
X+

Nous en concluons :
. . 1
lim f(x)= lim 1—x+ln[ij =1—(-2)+(-») =]
x—-2% x—-2* x—1
La conséquence graphique de cette limite est que la droite d'équation x = -2 est une
asymptote verticale & la courbe (C).

b) Nous sommes en présence d'une configuration que nous avons déja rencontrée !
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D'abord, nous pouvons écrire :
Il s'agit d'éviter XX[1+j 1+2
: X

lindétermination’ ____ - lim - lim X _ 1+0" _1
oof 0 T xoto x+3 x—>+ooxx[1+3j x—>+oo1+§ 140" 1
X X

La fonction logarithme népérien étant continue en 1, il vient :

lim 1{“9 ~In(1)=0)

X—>+0 X+

Ainsi, au voisinage de +oo , la fonction f'se comporte-t-elle comme sa partie affine 1—x .
Conclusion : la droite A d'équation y = —x+1 est une asymptote oblique a la courbe (C )

représentant la fonction f'au voisinage de +oo .

< La position relative de la courbe (C ) par rapport a son asymptote A va nous étre
donnée par le signe de leur différence d'ordonnées pour une méme abscisse x :

x+2 x+2
Ye)=ya=1=x +ln(x+3j— (=x+1) :ln(x+3j

Le signe du logarithme du quotient dépend de la position dudit quotient vis-a-vis de 1.
Aussi, intéressons-nous au signe de la différence :

x+2-1x(x+3 . — - 2

x+2 (x+3) _x+2-x-3_ -1 o _ 24|
x+3 x+3 x+3 x+3 @

Comme leur différence est négative, alors le quotient est inférieur a 1 sur ]—2;+oo[ .

11 vient alors pour tout réel x > -2 :

2o b [ 22 ) <in(1)=0
x+3 Croissante sur |0;-+oo] X+3
1

J’(C)—J’A

Conclusion : la courbe (C ) est toujours au-dessous de son asymptote A.

¢) Usant des propriétés algébriques du logarithme, nous avons que pour tout réel x > -2 :

+2
f(x)zl—x+ln(x 3)=1—x+ln(x+2)—ln(x+3)
X+ L 1
Valable sur |-2;-+oo|
car x+2 et x+3 y sont positifs.

Les fonctions affines |u x) =x+2 et

u'(x)zl

v(x) = x+3 étant dérivables et strictement
v'(x) =1
In(u) In(v)

positives sur |-2;+o0[ , leurs logarithmes In(x+2), In(x+3) ety sont aussi dérivables.

Nous pouvons alors écrire :

rou VY 1 1
’ — 1_ ___:_1 —
f(x) ( x) +u u +)c+2 x+3
_—1 +1 -1
B (x+2)(x+3)
_—x2—3x—2x—6+x+3—x—2_ —x*—5x-5 _ x* +5x+5
B (x+2)(x+3) _(x+2)(x+3)_ (x+2)(x+3)

2 Etudions le signe du seul facteur dont nous l'ignorons : N (x) =x? +5x+5

Calculons le discriminant de cette forme du second degré :
2
2
Ay =5 —4x1x5=25-20=5=(\5)

Son discriminant étant positif, le trindme N (x) admet deux racines distinctes :

-5-+5 _—5+\/§>

o) = <-2 et a -2
1 B id 2 )

N(x) est du signe de son coefficient ! x ) oy +o0
dominant 1 a I'extérieur de ses racines -1 B B
o4 et o, , dusigne contraire a .
lintéri L X2 45545 - 0 +
l'intérieur. .
Le signe de la dérivée f'(x) esta box+2 + +
portée. Il va nous amener aux variations | y43 + +
def. '

!
Une valeur approchée de f'(a,) est /(%) + 0 ~
1,42. | (o)

! % N

—0o0 —0o0
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La courbe (C) accompagnée de ses deux asymptotes d et A est tracée sur le graphique ci-

J5-5
2
et les deux points d'intersection de la courbe (C ) avec l'axe des abscisses (Ox) dont des

dessous. On a également placé trois points importants : le maximum atteint en x =

valeurs approchées au centieme de leurs abscisses sont —1,94 et 0,68.

2
N\

2
J

[\%)

[N

=1 N

p
=4

| Hétérographie exponentielle

Le contexte |

Ce probléme est construit autour de I'étude d'une fonction rationnelle-exponentielle. 11 se
termine par une mise en oeuvre de la méthode d'Euler.

L'énoncé |

a) On appelle g la fonction définie sur IR par :
g(x)=¢"—x
1. Calculer la dérivée g'(x).

2. En déduire que g(x) est toujours strictement positive sur R.

b) La fonction f'est définie par :
3¢t +2x
()=
e —x
Sa courbe représentative (C ) a été tracée sur le graphique ci-dessous dans un repere

orthogonal mais non orthonormé.

1. Déterminer I'ensemble de définition de la fonction f. On justifiera sa réponse.
2. Déterminer la limite de f (x) lorsque x tend vers —oo .

3. Déterminer la limite de f (x) lorsque x tend vers +co .
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4. Démontrer que pour tout réel x, nous avons :
e* x(5-5x)

f'(x)— 2
o

5. Dresser le tableau de variation de la fonction f.
6. Démontrer que 1'équation f (x) =0 admet dans IR une unique solution o dont on

donnera un encadrement au centiéme.
7. Conclure en donnant les coordonnées des points A et B ainsi que les équations
réduites des droites d et A.

¢) On rappelle que la méthode d'Euler repose sur la formule :
‘go(a +h)=o(a)+h xgo’(a)‘

On appelle F la primitive de la fonction f'sur R telle que F(0)=0.

Il n'existe pas de formule permettant de connaitre précisément l'expression de F.

5

/

Construire sur le graphique précédent et avec la méthode d'Euler une esquisse de la courbe
(en fait une ligne brisée) représentant la fonction F sur l'intervalle [O; 1] avec un pas
h=0,2.

11 s'agit donc de calculer les coordonnées de cing points. La courbe obtenue sera composée

de cing segments. On indiquera les calculs faits sur la copie. On arrondira les valeurs
obtenues au centiéme pres.

Le corrigé

a.1) Etant la différence de deux fonctions dérivables sur R, g l'est aussi ! Il vient alors :
g(x)=(e") ~(x) =e"=1

a.2) La fonction exponentielle étant
strictement croissante sur IR et valant
1 en 0, nous en déduisons que le

signe de la dérivée g'(x) et les

X —© 0 +00

g'(x)=e"-1 - 0 +

variations de la fonction g sont ceux
ci-contre =

g(0)=¢"-0=1-0=1

g N /)

1
Conclusion : le tableau de variation ci-dessus nous indique que g(x) est toujours

supérieur ou égal a 1. Autrement dit, g (x) est toujours strictement positif.

b.1) La fonction f'est un quotient de fonctions définies sur IR.
Mais ce dernier ne peut exister que si son dénominateur g (x) =¢* —x est non nul.

Et d'apres la question a.2, c'est toujours le cas.
Nous en déduisons que l'ensemble de définition de f'est R. En résumé : D r= ]—oo; +oo[

b.2) De prime abord :

* 3x0" +(— - . 1s .
lim f(x)= lim 22 *2%_ 2 (%) _ = _Forme indéterminéel
X—>—00 x—>—0 ¥ _y 0" —(—oo) +00

Modifions I'écriture du quotient f (x) en factorisant numérateur et dénominateur par celui

qui semble faire la loi au voisinage de —oo : x.

1 1
38 1oy ) 3xe¥x—+2 3xe"x—+2
.f(_x):x—:—x lx lx
e —X x efx—-1 ¥ x—-1
X X
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11 vient alors :

1
3x ex X—+2 + _
lim f(x)= lim x  OxO+2_2_
X—>—00 Xm0 XL 0" x0™ —1 -1
X
La conséquence graphique de cette limite est que la droite d'équation y =—2 est une

asymptote horizontale a la courbe (C) au voisinage de —oo . Il s'agit de la droite d.
b.3) De prime abord :
x 3x(+00)+ (400
lim f(x)= lim 22 "% _ (t20)+ (o)

=Formes indéterminées|
X—>+00 xo+0 ¥ _x (+oo) —(+oo)

La encore, nous allons modifier 1'écriture du quotient f (x) en factorisant numérateur et

dénominateur par le terme nous semblant le plus fort en +oo : e* .

X X
3+2x—  3+2x—
_ 3" +2x :Kx e’ er

f(x) o —x >< X X

e’ e’
Le cours nous enseigne :
X
. e . X . 1 1
Im —=+00 = lim —= lim =—=0"
X+ X x40 b x>t ¥ /x  +©
11 vient alors :
X
I 3hak0t 3
. . X
lim f(x)= lim € = ===3|
X—>+0 X—>+00 X 1-0" 1
==
e

La conséquence graphique de cette limite est que la droite d'équation y =3 est une

asymptote horizontale a la courbe (C) au voisinage de +oo . Il s'agit de la droite A.

b.4) fest le quotient des fonctions |u(x)=3e" +2x et |v(x)=e"—x
u’(x)=3ex+2 v’(x)zex—l
Dérivable sur IR Dérivable et non nulle sur IR

Donc la fonction f'est dérivable sur R.

Pour tout réel x, nous pouvons écrire :
, W Xy — V' X (3ex+2)><(ex—x)—(ex—l)x(3ex+2x)
f'(x)= 2 = 2
v =
3 M—?ﬁxex +2e" — 2% —M—bcex +3e* + 2%
- 2
(=)
_sxletloselet] _letlx(s-5)
B 2 B 2
(ex —x) (ex —x)

b.5) L'exponentielle e* étant X —» 1 +o0
toujours strictement positive, c'est le
facteur 5—5x qui donne son signe & | o~ + +
la dérivée f'(x).
—5x+5 + 0 —
Calculons l'image de 1 par la
fonction f. (ex _ x)2 + +
3xel +2x1 ;
f)="—— C
-1 L () + 0 -

_ 3e+2 ~5,91
e—1

-2 3

b.6) La fonction f est dérivable donc continue sur IR.

Ensuite, sur l'intervalle ]—oo;l] , étant attendus :
La fonction f* est strictement croissante sur l'intervalle ]—oo;l].
L'image de l'intervalle ]—oo;l] par la fonction f est l'intervalle J—Z; f (1)]
f (l) est positif donc 0 appartient a l'intervalle image ]—2; f (1)}

alors, I'équation f'(x)=0 admet une unique solution a dans l'intervalle |-oo;1].

Par contre, la fonction f étant toujours supérieure a 3 sur |I;+oo[ , I'équation f'(x)=0 n'a

aucune solution dans cet intervalle.
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Grace a la calculatrice, on détermine qu'un encadrement au centiéme de la solution o est :
-0,73< o <-0,72| AN

b.7) Les deux asymptotes d et A ont pour équations respectives y=—-2 et y=3.

A étant le point de (C) dont l'ordonnée est égale a 0, ses coordonnées sont (a;0).

fffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffff

. . . 2
Du fait de la tangente horizontale, le point B a pour coordonnées [1; 3 +1 j .
e—

¢) La dérivée de la fonction F est la fonction f. Appliquée a ces deux fonctions, la formule
rappelée devient :

fffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffff

[Flaxh)= Fla)e /(o) T e e

Comme F(0) =0, le premier point de notre esquisse est A (0;0)| . SR S o J,Ai(o;é,:,z;%) ,,,,,,, A— — — S -

;
/ i

Calculons les coordonnées des cing autres points qui articulent notre esquisse : 2 : : ‘ ‘ : : ! !
F(0,2)~F(0)+0,2x/(0)=0+0,2x3=0,6] = 4;(0,2,0,6) N N %750 S NN U U N SN !
F(0,4)~ F(0,2)+0,2x £(0,2) »0,6+0,2x3,98=1,4| = A,(0,4;1,4) R ———————————————— A S S e
F(0,6)~ F(0,4)+0,2x £ (0,4) ~1,4+0,2x4,83=2,36| = A4(0,6;2,36) I ’T’AEGO”%T};A‘% ”””””””” AN D D S
F(0,8)= F(0,6)+0,2% £(0,6) ~ 2,36 +0,2x5,45=3,45| = A,(0,8;3,45) B/ S R S R A S S R

F(1)~ F(0,8)+0,2x f(0,8)3,45+0,2x5,81=4,61] = As(1;4,61 RUN 45 (9;2;0;6)@ 7777777 LN R— oeeeeee eeeeee beeeees S
(> ( ) ( ) J M Ao |- ( ,,,,,,,,,,,,,,,, A oo T

0 & | | | | | | | | >y
0 1 2

L'esquisse obtenue a été tracée sur le graphique ci-apres.

En tirets oranges, on a tracé I'esquisse obtenue avec un pas 2 =0,01 soit 100 points
calculés dont le tracé doit étre assez proche de la courbe réelle de F.
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Complexes et géométrie \
| Complexité homographique

Le contexte

Un exercice de calcul algébrique complexe ayant pour cadre une fonction rationnelle
définie sur C ou presque. On y recherche des images et un antécédent.

L'énoncé

La fonction f'est définie par :

z+1
f(z): z::—_i

a) Quels les nombres complexes z qui ont une image par la fonction f? On justifiera sa
réponse.

b) Déterminer les images par la fonction fde 0; 2—i et 1+2i .

¢) Déterminer les antécédents de 2 —3i par la fonction f.

Le corrigé

a) La fonction homographique f'est un quotient...complexe !
Le quotient /'(z) existe <> Son dénominateur z +i estnonnul < z=#—i

Conclusion : I'ensemble de définition de la fonction fest C\{—i} .

b) Calculons les images demandées par la fonction f.

0+1 1
)=t _1__
UC v :
2—i+1 3-i
2—j)="r ==
f( l) 2—i+i 2
f(1+2i):1+2’:+1_:2+2f:(2+2f)x(1—3f):2—6i+2i+6: 8-4i _4-2i
1+2i+i 1+43i (1+3l)><(1—31) 12—(31’)2 1_(_9) 5

¢) Pour déterminer les antécédents de 2 —3i par f, nous devons résoudre 1'équation :

flz)=2-3 o =1

=2-3i 1= (z+i)x(2-3i
. i o z+l=(z+i)x(2-3i)

z+1=z2x(2-3i)+ix(2-3i)
z—(2-3i)xz=-1+2i+3
(3i—1)xz=2+2i
242 (2420)x(3i+1) 6i+2-6+2i —4+8i 2-4i

ST (Gicn)x(3i) G- 103

0090
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I Transformations CompleXQS d) On appelle f1a transformation du plan qui a tout point M d'affixe z associe le point M’
d'affixe z' définie par :

Z’z(l—i)x?+2i

Le contexte |
On appelle P et Q les images respectives des points A et B par la transformation f.

Un exercice imposant traitant des écritures complexes de transformations du plan. 1. Calculer les affixes p et ¢ des points P et Q.
. , On vérifieraque g—p=6
L'énoncé | ) q,, = o .
2. Enrésolvant I'équation z' =z, déterminer les affixes des points fixes de la
Le plan complexe est rapporté a un repere orthonormé direct (O;fi ,\7) sur la figure ci- transformation f [c'est-a-dire ceux qui sont leurs propres images par f].
contre. Indication : au cours de la résolution, on pourra poser z = x +iy oux ety sont les
Les points A, B et C ont pour affixes respectives : parties réelle et imaginaire du nombre complexe z.
a=-1+i b=2-2i c=2 . . c—a c—p s
3. Ecrire les quotients et sous forme algébrique.
b—a q-p
a) On appelle D I'image du point A par la rotation de centre B et d'angle _Tn . En déduire une relation entre les angles orientés (AB, AC) et (PQ,PC) .
1. Calculer l'affixe d du point D.
2. Construire le point D en utilisant exclusivement le compas et le quadrillage. On y
laissera apparents les traits de construction. N
3. Déterminer l'affixe o du point Q qui est le centre de la rotation d'angle g par
laquelle le point A a pour image C.
, . . e 2
b) On appelle G I'image du point A par I'homothétie de centre C et de rapport 3
1. Calculer l'affixe g du point G. A
2. Construire le point G en utilisant exclusivement la régle et le quadrillage. °
On laissera apparents les traits de construction. A
3. Existe-t-il une homothétie de centre A par laquelle le point B ait pour image le v C
point O ? Si oui, on en déterminera le rapport. Si non, on expliquera pourquoi. > o x
O| u

¢) Déterminer la nature et les éléments caractéristiques des transformations suivantes :
i

1. La transformation r dont une écriture complexe est: z'=e 7 xz.
2. La transformation s dont une écriture complexe est: z'=z—-3+1i. B
3. La transformation # dont une écriture complexe est: z+z' =4

O
A 4
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Le corrigé |

a.1) Comme le point D est I'image de A par la rotation de centre B et d'angle —%E , alors
les affixes de ces points sont liées par la relation :

. 3n
d-b=e 4 x(a-b) < d—(2-2i)=|cos >

_____

a.2) Le point D est I'un des deux points d'intersection du cercle de centre B passant par A
et de la droite horizontale d'équation y = -2

a.3) Comme le point Q est le centre de la rotation d'angle g par laquelle le point A a pour

image C, alors les affixes de ces trois points sont liées par la relation :
LT
>y T T
c—o=e?2x(a-0) < 2-w=|cos|— |+isin| = ||x|(-1+i)-®
(a-0) os{ 3 o asin{ 3 1o

e 2-e=ix[-l+i-0] © -o=-22-i-1-io
< io-o=-3-i
- m:—3—i:(—3—i)x(i+1)
i-1  (i-1)x(i+1)
—3i-3-(-1)-i —2-4i
= = =1+2i
2 — 7 - L+2]

. . . 2
b.1) Comme le point G est I'image de A par 'homothétie de centre C et de rapport 3

alors les affixes de ces points sont liées par la relation :

g—c:—gx(a—c) 2= g—2:—§x[(—l+i)—2}

o gzz—gx[—3+i]:2+2—gi:4—gi
3 3 3

b.2) Par une homothétie, le centre, le point et son image sont alignés. Par conséquent,
l'image G appartient a la droite (CA).

De par son affixe, le point G appartient aussi a la droite verticale d'équation x =4.
On construit G comme étant le point d'intersection de ces deux droites.

b.3) Vu la figure, la réponse semble étre «ouix» car le centre A, le point B et son image O
semblent alignés. En fait, toute la question est de savoir s'il existe un réel k& tel que :

AO=kxAB & 0-a=kx(b-a) & 0-(-1+i)=kx((2-2i)-(-1+i))

(=0

:0On traduit sous . . 1-i [ 1
iforme complexe & 1-i=kx(3-3i) k:3—3i:3 . :j
‘I'égalité vectorielle... | XN

. . 1 .
Conclusion : I'homothétie de centre A et de rapport 3 transforme le point B en O.

c.1) L'écriture complexe de la transformation r est celle d'une rotation de centre O. En

effet, en supposant que z et z' sont les affixes respectives des points M et M', ona:
Sm S
— —

Z=e T xz & z/-0=e 7 ><(Z—O)

< M’ est l'image de M par la rotation de centre O et d'angle 5775

c.2) L'écriture complexe de la transformation s est celle de la translation de vecteur CA.
En effet, I'affixe de ce vecteur est :

zex =a—c=(-1+i)-2="3+i

¢.3) L'écriture complexe de la transformation # est celle d'une symétrie centrale. En effet,
en supposant que z et z' sont les affixes respectives des points M et M', il vient :

z+2z'

z+z'=4 < =2=c¢ < C estlemilieu du segment [MM']

< M’ est le symétrique de M par rapport a C|

Conclusion : la transformation # est la symétrie centrale de centre C.

d.1) Comme les points P et Q sont les images des points A et B par la transformation f;
alors leurs affixes sont données par :

p=(1-i)xa+2i=(1-i)x(-1=i)+2i =—1—i+i+(-1)+2i =-2+2i
q=(1=i)xb+2i=(1-i)x(2+2i)+2i =2+2i~2i +2+2i = 4+2i
On vérifie que g — p =(4+2i)—(-2+2i)=6|
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d.2) Résolvons dans C I'équation : A l'issue de l'exercice, la figure est la suivante :
=z o (l-i)xz+2i=z 1On pose z =x+1iy y
< (1-i)x(x—iy)+2i=x+iy~ldonc z =x—iy | /
= x—iy—ix+i2y+2i =x+iy
Parties réelles Parties imaginaires

Deux nombres complexes égaux... ¢gales... égales...

T 1 - _1 —
= x—y+i><(2—x—y):x+iy = X—yzx et 2-x-y=y

y=0| 2-x-0=0 Fe~e.
x=2| BRRE

Conclusion : la transformation f'a un seul point fixe. Il a pour affixe 2. Il s'agit de C.

d.3) Ecrivons les deux quotients complexes sous forme algébrique.
c-a 2—(—1+i)
b—a (2-2i)—(-1+i)
3-i (3—i)><(3+3i) _949i-3i+43 12460 2 i

33 (330)<(303) 2 _(mp 9-(9) 3.3

p_ 2-(2+2i) 4-2i 2 i

c—
q-p 6 6 3 3

< Les mesures des angles orientés (A—B,A—C) et (m,ﬁ) sont les arguments des deux
quotients précédents. Plus exactement :
(RBAC)-ar(<4]  w (PO.PO)- arg[ﬁ’j
b—a - c—-p

Or, ces deux quotients sont conjugués. Donc, leurs arguments sont opposés. Ainsi :

(45.4¢)- - (rarc)

i Le dessous des cartes

i P, Q et C sont les images respectives des points A, B et C par la transformation f. !
i De par son expression complexe de la forme «affine-conjuguée», la transformation fest ce
i que l'on appelle une similitude indirecte, c'est-a-dire que qu'elle change l'orientation des

angles. C'est pour cela que les mesures de 1'angle orienté (Xﬁ, Xé) et celles de son image

(E,ﬁ?) sont opposées.
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| Espace total !

Le contexte

Un exercice de géométrie analytique dans l'espace abordant tous les classiques du genre
avec une petite excursion sur le produit scalaire vu en premiére S.

L'énoncé

L'espace est rapporté a un repére orthonormé (O; i, j,k) . Dans ce dernier représenté en

perspective centrale sur la figure ci-dessous, on a positionné les points :
A(40;3)

B(0;0;6) C(0;6;3)

a) On donne le programme suivant :

X
On considére Tles vecteurs i|y| et V|
z z'
Si i'=l,=i, alors afficher ".......... ... ..., "
Xy oz
Si xxx'+yxy'+zxz'#0 alors afficher "................. "
Quels messages le programme doit-il afficher entre les guillemets " . . ." ?
3
b) On appelle n le vecteur de coordonnées | 2 | .
4
1. Démontrer que les points A, B et C ne sont pas alignés et qu'ils définissent un
plan.

2. Démontrer que le vecteur 7 est normal au plan (ABC).
3. En déduire une équation du plan (ABC).

¢) On note G le barycentre des points pondérés (A;3), (B;-2) et (C;1).

1. Déterminer les coordonnées du point G.
2. Vérifier que la distance GB est égale 4 9.

On admettra que les distances GA et GC mesurent respectivement /22 et 3.6 .

d) On appelle @le plan d'équation 2x+y+z—-11=0.

x=2-4
On appelle d la droite dont une représentation paramétrique est § y=5+10¢f 7 €R.
z=2-2t
1. Le point A appartient-il a la droite d ? On justifiera sa réponse
2. Démontrer que l'intersection des plans (ABC) et ®@est la droite d.

3. Déterminer une représentation paramétrique de la droite A qui est la
perpendiculaire au plan ®passant par le point G.

4. Déterminer les coordonnées du point K qui est l'intersection de la droite A et du
plan @
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e) On appelle X l'ensemble des points M de l'espace vérifiant I'égalité :
3xMA% -2xMB? +MC? =8
1. La question impossible a 2222 points
On rappelle trois propriétés du cours :

(i) Le barycentre G est le point de l'espace tel que 3GA-2GB+GC =06

.o ) . . . ~12 - -
(ii) Le carré de la norme est égal au carré scalaire : ||u|| =i’ =ii-ii

e (= 2 o
(i) (i +V) =02 20V

En utilisant ces propriétés, établir que pour tout point M de l'espace, on a :
3xMA? —2xMB? + MC? = 2xMG? - 42
2. En déduire la nature et les éléments caractéristiques de I'ensemble X.

3. Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de 1'ensemble I" qui est
l'intersection de I'ensemble X et du plan @

Le corrigé

a) La premiére instruction S regarde si les coordonnées des vecteurs # et v sont

proportionnelles. Le message a afficher est : |Les vecteurs # et v sont colinéaires|

La seconde instruction Si teste si le produit scalaire # -V est non nul. Le message &

afficher est ‘Les vecteurs # et v ne sont pas orthogonaux | .

b.1) Regardons si les coordonnées des vecteurs AB et AC sont proportionnelles.
AB AC
Abscisses -4 <L 4

Ordonnées 0 6

Cotes 3 X—0> 0

Leurs coordonnées n'étant pas proportionnelles, les vecteurs AB et AC ne sont pas
colinéaires. Par conséquent, les points A, B et C ne sont pas alignés et définissent donc un
plan.

b.2) Nous pouvons écrire :

3) (4
i-AB=|2 || 0 |=3x(—4)+2x0+4x3=-12+0+12=0 = i LAB
4)(3

De plus :
3) (-4
iAC=|2|:| 6 [=3x(-4)+2x6+4x0=-12+12+0=0 = i LAC
4) (0

Comme le vecteur 7 est orthogonal aux deux vecteurs non colinéaires AB et AC qui
sont directeurs pour le plan (ABC), alors le vecteur 7 est normal au plan (ABC).

b.3) Le plan (ABC) est défini par son point A et son vecteur normal 7 .
x—4 3
M(x;y;z)e(ABC) & Les vecteurs AM y | etn| 2| sont orthogonaux
z=3 4
& AMi=0 & (x—4)x3+yx2+(z-3)x4=0
& 3x-1242y+4z-12=0 & 3x+2y+4z—24:0\

¢.1) Comme G est le barycentre des points pondérés (A;3), (B;-2) et (C;1), alors ses
coordonnées sont données par les formules :

G :3><xA—2><xB +txc _3x4-2x0+0 :22@
3+(-2)+1 2 2
3xya —2xyg+yc 3x0-2x0+6 6
6T () 2 =272
ZG:3><ZA—2><ZB+ZC :3><3—2><6+3:2:m
3+(-2)+1 2 2

¢.2) Calculons les distances demandées :

-2
GAl 3| = GA:“GA“:\/(—2)2+(—3)2+32:\/4+9+9:@
3
-6
GB| 3| = GB=(-6)+(-3)* +6> =36+9+36 =81 =9)
6
-6
GC| 3| = GC= (-6 +(-3)* +3* =36+9+9 =54 =9 x/6 = 36
3
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d.1) Les coordonnées du point A vérifient-elles la représentation paramétrique de d ?
Existeunréel rtel que xp =2-4t et yp =2-4t et zp,=2-2t7
4=2-4¢ 0=5+10¢ 3=2-2t
4t =-2 -10t=5 2t=-1

t=-0,5 t=-0,5 t=-0,5

L ]
La réponse est oui ! Il d'agit de la valeur r=—0,5

Conclusion : le point A appartient bien a la droite d.

2
d.2) Un vecteur normal du plan @ d'équation 2x+y+z—11=0 est n'| 1
1
Comparons les coordonnées des vecteurs 7 et n.

i n

Abscisses 3 xL5 2

Ordonnées 2 1

x4

Cotes 4 «—— 1

Leurs coordonnées n'étant pas proportionnelles, les vecteurs normaux 7 et n' ne sont pas
colinéaires. Donc les plans (ABC) et @ sont sécants suivant une droite d"'.

2 Nous savons déja que le point A appartient déja au plan (ABC) et a la droite d.
Mais fait-il aussi partie du plan @?
2xp +yp +2zp —11=2x4+40+3-11=8+0+3-11=0|
Comme ses coordonnées en vérifient 1'équation, alors le point A fait aussi partie du plan @.
Donc A appartient aussi 4 I'intersection d'=(ABC)N@ .

D'apres sa représentation paramétrique, un autre point de la droite d est :
xg=2-2x0=2
E{yg =5+5x0=5 avecr=0
zp =2-0=2
Clairement, la droite d est aussi la droite (AE).
Regardons si ce point E appartient aux plans (ABC) et @
3xg +2yg +4zp —24=3x2+2x5+4%x2-24=6+10+8-24=0 = Ee(ABC)
2xg +yg +zg —11=2x2+5+2-11=4+5+2-11=0 = Ee@

Conclusion : ses deux points A et E appartenant aux plans sécants (ABC) et @,
l'intersection de ceux-ci est la droite (AE) autrement nommée d.

d.3) Tout vecteur normal & un plan est directeur pour chacune de ses perpendiculaires.
La droite A est défini par le point G(6;3;0) et son vecteur directeur ;’(2;1;1) )

M(x;y;z)eA < Les vecteurs GM et ' sont colinéaires

x—6=¢tx2
< Ilexiste unréel 7 tel que GM =¢x n’  soit y-3=txl
z—-0=¢x1

xX=6+2t

Conclusion : une représentation paramétrique de la droite Aest < y=3+¢ reR

z=t

xXg =6+2t
c.4) Comme K appartient a la droite A, alors il existe un réel g tel que § yg =3+
zZg =1tk
Comme K appartient aussi au plan @, alors ses coordonnées en vérifient I'équation :
2ag +yg +zg —11=0 <& 2x(6+26 )+(3+1g )+1g —11=0
< 1244 +3+1¢ +tg —11=0
S o =4 & K :%:—g
Nous en déduisons :

XK:6+2X(—§j:E—i:ﬂ e_t yK:3+(—2j:3—2:£ e_t ZK:—2

W |

3 3 3 3 3
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e.1) Pour tout point M de I'espace, nous pouvons écrire : ------- Seomemoeoon
2 2 5 _ o2 __n __+Propriété (ii)...
3MA® —=2MB* + MC* =3xMA™ —2xMB™~ + MC = ----------mmmmmmoee

~3x(MG+GA| ~2x(MG+GB) +(MG+GC)’

=3><M(:12+ (ZMG) '<36K)+2x§1§2

“““““““““““ ~2xMG’ +|(2MG)|-(-2GB)-2xGB’

_____________________

2 — ] — —2 | Zi e
+MG" +|(2MG)-GC+GC R (e

= 2MG? +3GA%-2GB? + GC? + (2 MG) -(3@&—26}% GE)

=0

=2MG2+3><22—2><81+54+(2MG)'6=2><MG2—42

e.2) L'égalité définissant I'ensemble X devient alors :
MeX < 3xMA?-2xMB?+MC? =38
& 2xMG?-42=8 < 2xMG?=50 < MG?=25
< MG=5

Conclusion : I'ensemble X est la sphére de centre G (6; 3; 0) et de rayon 5.

e.3) Calculons la distance existant entre le centre G de la sphere X et le plan @
C2x6+3+0-11] [1243+0-11] |4 4 4 _4*/3_%3

NEIRERE Jarit1 J6 Y6 6 6 3

Comme la distance entre le centre G et le plan ®@est inférieur au rayon 5 de la sphére X,
alors l'intersection I est un cercle :

d(G;®P)

Inclus dans le plan @
Son centre est le projeté orthogonal K de G dans le plan @

2
Son rayon est égal a /52—(§\/gj :\/25—3x6:\/25_§: %
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Equations différentielles, primitives et

T EES

| Probléme différentiel

Le contexte

Ce probléme d'analyse classique commence par une résolution d'équations différentielles,
se poursuit par une étude de fonction a base d'exponentielle et se termine par la
détermination d'une primitive

L'énoncé

Ce probléme est composé de quatre parties relativement indépendantes.

a) Dans cette premiére partie, il s'agit de résoudre les équations différentielles :
(E) y' -3y=4xe*
(E) y'-3y=0
1. Déterminer deux réels a et b tels que la fonction u(x)=(ax+b)e* soit une

solution de I'équation différentielle (E).
2. Démontrer que la fonction @ =u +v est solution de 1'équation différentielle (E)

si et seulement si la fonction v est solution de 1'équation différentielle (E).
Donner les solutions de 1'équation différentielle (E”).

En déduire les solutions de 1'équation différentielle (E).

5. Déterminer la solution de I'équation différentielle (E) qui s'annule en O.

W

b) La fonction g est définie pour tout réel x par :
g(x) =3xe? —2x-3
Déterminer les limites de gen —o eten +oo .
Calculer la dérivée g'(x).
Résoudre dans R I'inéquation g'(x)>0.
En déduire les variations de la fonction g sur R.
Démontrer que 1'équation g (x) =0 admet exactement deux solutions dans IR.

AU B

Vérifier que 0 est I'une de ces solutions et donner un encadrement au centiéme
pres de la seconde solution que 1'on notera a.
7. Conclure en dressant le tableau de signe de g (x) sur R.

¢) La fonction f'est définie pour tout réel x par :

f(x)= &F —(2x+1)xe"
Sa courbe représentative (C f) est tracée sur le graphique ci-dessous.

y
N

1. Déterminer les limites de la fonction fen —o et +oo .
2. En calculant la dérivée de la fonction f, montrer que pour tout réel x, on a :

£(x)= e xg(x)
En déduire les variations de la fonction f'sur IR.

Sur le graphique, la tangente a la courbe (C f) au point A est horizontale.

Donner des valeurs approchées au centieme des coordonnées du point A.

d) On appelle F la primitive de la fonction f'sur R vérifiant F(0)=7.
1. Démontrer que la fonction H (x)=(2x—1)xe” est une primitive sur R de la

fonction /(x)=(2x+1)xe".

2. En déduire l'expression de la primitive F.
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Le corrigé

a.1) Avant toutes choses, calculons la dérivée de la fonction u qui est un produit :
u'(x)= [(ax+b)xex} = (ax+b), xe” +(ex) x(ax+b)

=axe’ +e* ><(ax+b)= e’ x(ax+a+b)

u étant I'une des solutions de 1'équation différentielle (E), nous avons que pour tout réel x :

u'(x)=3xu(x)=4xe" < ><><(ax+a+b)—3><>§x(ax+b)=4x><

& ax+a+b-3ax-3b=4x

& | 2a ><x+= 4 ><x+@

Deux polynomes égaux ont des coefficients de méme degré égaux. Par conséquent :

Egalité des coefficients en x

Egalité des coefficents constants

2a=4 & a=-2|
a-2b=0 < -2b=-a < b=-1|

Réciproquement, on vérifie sans peine que la fonctionu (x) = (—2x—1)e* est

effectivement une solution de 1'équation différentielle (E).

_____________________

a.2) Procédons par équivalence ! Nous pouvons écrire : iPour tout réel x |

¢ =u+v estsolutionde (E) <

A chaque
étape, on
s'assure que
la réciprogue

¢'(x)=3x¢(x) = 4xe* ~C S |
(u'(x)+v'(x))—3><(u(x)+v(x)) =4xe”
W) +V ()= 3xv(x) = 4

N —
Car u est solution... .de (E)

est vraie... o v'(x)—3><v(x)=0
< v est solution de I'équation différentielle (E’)
a.3) D'aprés un résultat du cours, les solutions de 1'équation différenticlle (E) : y'=3y

sont les fonctions v de la forme v(x) = Constantex e

3x

a.4) En application des questions a.2 et a.3, les solutions de I'équation différentielle (E)

sont les fonctions ¢ de la forme ¢(x) = v+u = Constante S+ (2x-1)xe"

a.5) On cherche la solution particuliére ¢ de (E) qui s'annule en 0, c'est-a-dire telle que :
¢(0)=0 < Constantexe3xo—(2><O+l)><eo =0
& Constantex1—-1x1=0 < Constante =1|

Conclusion : la solution particuliére recherchée est la fonction f'(x)= S - (2x+1)xe

b.1) La limite de g en —0 ne pose guére de problémes :
lim g(x)= lim 3xe® ~2x-3=3x0" —(~00)~3=0" +(+0) -3 = +o0|

xX——w0 X—>—00
< De prime abord, la fonction g est en +o0 une forme indéterminée du type oo —o.

Pour la lever, nous allons factoriser par e* et utiliser les limites de références du cours.

g(x)=3><ezx—2x—3=3><ex><ex—2x_3=ex><(3><ex_zxix_ix}
et e

X
. . ._e . X 1
D'aprés un résultat du cours, comme lim — =+o0, alors lim —=—=0".
x>+ X x—>+w0 ¥ 400

Nous en concluons :

lim g(x)= lim exx(3xex—2><i—i]

X—>+00 X—>+00 et e

:(+oo)x(3><(+oo)—2><0+ -—

b.2) La dérivée de la fonction e>* = ¢ est u'xe" =2x e
La fonction g est dérivable sur R car elle est une somme de fonctions qui le sont.
Pour tout réel x, nous pouvons écrire :

g'(x):3x(ezx)'—(2x+3)' =3x2xe* —2=6xe>* -2

N 1
< 2x>In gj = x>—5xln(3)

g'(x)>0 < 6xe*¥>2 o e2x>%
b.4) La dérivée g'(x) est strictement . . NG o
iy . In(3) |
positive sur l'intervalle |— 5 ;+oo| g'( x) _ 0 I
0 n(3) _In(U/3) i o o
nulle en — =———= etnégative :
2 2 :
ailleurs. £ \ 7l
Le tableau de variation de g est celui-ci = In (3 ) -2

Nous devons calculer une certaine image qui est le minimum de g sur IR.

g(—m—S)J 3xe p{)ixln(;m)J 2 x [ In(3 )J 3= \_&x\3\+ln(3)—3zln(3)—2
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b.5 et 6) D'abord, la fonction g est continue sur R car elle y est dérivable.
Ensuite, le minimum ln(3) —2 est strictement négatif car I'une de ses valeurs approchées

par défaut est —0,91 . rosmmse- g R
K . iCela peut aussi s'établir sans la machine... |
Ces choses étant dites, comme :

La fonction g est strictement décroissante sur l'intervalle J—oo;—ln(3) / 2[.
L'image de l'intervalle ]—oo; ~In(3)/ 2[ par la g est l'intervalle Jln (3)-2; +oo[.
0 appartient a l'intervalle image Jln (3)-2; +oo[.

alors, d'aprés le théoréme dit «de la bijection», I'équation g(x) =0 admet une unique

solution a dans I'intervalle J—oo;—ln(3) / 2[ .

D'apres la calculatrice, un encadrement au centiéme de cette racine o est :
-1,42<0.<-1,41

De plus, ayant :

La fonction g est strictement croissante sur l'intervalle [—1n (3) /2; +oo[.
L'image de l'intervalle [—ln(S) / 2;+oo|: par la g est l'intervalle [ln(3) -2 +oo|:.
0 appartient a l'intervalle image [ln (3) -2; +oo[.

alors 1'équation g(x) = (0 admet une unique solution a dans l'intervalle [—1n(3) / 2;+oo[ .

Et cette unique solution est 0. En effet :
2(0)=3xe"?-2x0-3=3x1-0-3=0
Conclusion : 0 a exactement deux antécédents par la fonction g. Il s'agit de a et 0.

b.7) Vu le tableau de variation de g et le résultat de la question b.6, nous en déduisons que
son tableau de signe est :

g(x) | + 0 - 0 +

¢.1) Déterminons la limite de fen —oo qui est presque une forme indéterminée ! Il suffit
juste de développer un peu...

D'abord, quand x tend vers —oo, 3x tend —co donc ¢** tend vers 07 .
Ensuite :

lim f(x)= lim e -2xxe* —e* =0"-2x0" -0" = 0|

X—>—00 X—>—0©

2 D'abord, lorsque x tend vers 4o, 3x tend +o donc & tend vers +oo .

Ensuite, en +c0 , la fonction f'est une forme indéterminée du type co—oo qui se léve en

factorisant par le terme semblant le plus fort e

f(x)ze3x —(2x+1)xe" = x{l—(2x+1)x

=e3x>{l—(2x+l)><

11 vient alors :

lim f(x)= xil‘?we

X—>+00

e

X

e
3x

1 -2X—X————

e
%}=e3x{ al
X e*

3 I—ZXLXL— !
& eF e2x

1

X
e

:0n met en évidence les !
ilimites de référence
lvues en cours. '

1
er

= (490) [ 1-250% x0* =0 | = (430) x1 = 49

\]’

¢.2) Etant un assortiment de fonctions dérivables sur IR, il en va de méme pour f.
Pour tout réel x, nous pouvons écrire :

f’(x):(e3x), —[(2x+l)><ex} =3xe>* —[erx +ex><(2x+l)J

=3><e3x—ex><(2+2x+1)

¢.3) Connaissant le signe des !

deux facteurs produisant la

dérivée f'(x), nous pouvons |

en déduire les variations de la |

fonction f'ci-contre =

Calculons l'image de 0 par f.

7(0)=e" = (2x0+1)xe” |

=1-(0+1)x1=0]

g(x)

1

=3><><ezx—><(2x+3)=><(362x—2x—3)

x |- o 0 +00
&r + + +
g(x) + 0 — 0 +
(%) + 0 — 0 +
/(@) o0
/ /7 N /7
0 0
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c.4) La tangente horizontale en A correspond au maximum local atteinten x = o . I Prlmlth es st Ori es

Des valeurs approchées des coordonnées du point A sont |x, =o ~—1,41
ya =f(a)~0,46 Le contexte

d.1) Calculons la dérivée de la fonction H. Un exercice ou il s'agit de déterminer des primitives d'aprés des formules du cours.

H’(x):[(Zx—l)xex] :2><+><(2x—1)

L'énoncé

Les quatre sous-parties de cet exercice sont indépendantes les unes des autres.
—letIx[2+2x-1] = x (2041) = h(x)|

Conclusion : comme / est la dérivée de H, alors la fonction H (x)=(2x—1)xe" est une

a) Déterminer la primitive F de la fonction f(x)= 8x> —12x% + 6x—2 définie sur R qui
vérifie :
primitive de la fonction A (x)=(2x+1)xe". F(l1)=2

d.2) Toutes les primitives F de la fonction f(x)= o — h(x) sont de la forme :

b) Déterminer la primitive F de la fonction f (x) = définie sur R qui vérifie :

X
V2x? +1

F(x) = %xe3x —H(x)+ Constante

F(1)=7
La primitive particuliére que nous recherchons vérifie la condition :
1
F(0)=7 < 3 0 (2x0-1)x % + Constante =7 ¢) Déterminer la primitive F de la fonction f (x)= ﬁ définie sur }—oo;%{ qui
Tx—1
= l>< 1 —(—1)>< 1+ Constante =7 < Constante =17 —l—l = 1—7 vérifie :

3 3

F(0)=1

Conclusion : une expression de la primitive F recherchée est :
3x

F(x) :%—(2x—1)xex +%

d) Déterminer la primitive F de la fonction f (x)=

définie sur —l;+oo qui
2x+1 2

vérifie :
F(0)=3

Le corrigé

a) La primitive F de la fonction f (x)= 8x> —12x2 +6x—2 est de la forme :
F(x) =8><ix4 —12><%x3 +6><%x2 —2x+Cste =2x* —4x3 +3x% —2x + Cste

11 nous reste a déterminer la constante Cste. Pour cela, no us savons :
F()=2 & 2x1*—4x1® +3x1% —2x1+ Cste =2
& 2-4+43-2+Cste=2 < -1+Cste=2 < Cste=3|

Conclusion : la primitive F a pour expression : F (x) =2x* —4xd +3x% —2x+ 3‘
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b) La fonction f'est presque de la forme 2 o 1a fonction |u (x) =2x% +1 est dérivable

u
Ju u'(x)=4x
et strictement positive sur R. Faisons apparaitre cette forme dans I'écriture de f (x) .

f(x)= I S :lxu_'
' Jo2i1 4 a1 4 Vu

Par conséquent, la primitive F recherchée a une expression de la forme :
1 1
F(x)=zx2x/;+Cste=Ex 2x% +1+Cste

A présent, déterminons la constante Cste. Pour ce faire, nous savons :

3

F(1)=7 & %X\/2><12+1+Cste=7 = %x 3+Cste=7 < Cste=7—7

3

. o . I
Conclusion : la primitive F recherchée a pour expression : F' (x) = EX 2x% +1+7 5

¢) La fonction f'est presque de la forme u'xu" ou la fonction |u(x)=7x—1 est dérivable

u'(x) =7
et non nulle sur l'intervalle }—oo;%{ . En effet :
2 _ 1 3 2 N
F(x)=—— = 2x(Tx =1 = 2x - x Tx(Tx=1)7 = Zxu'xu ™
(7x - 1) 7 7
Donc la primitive F recherchée est de la forme :
F(x) = E><;><u_3+1 + Cste = E><L><(7x—l)72 + Cste = —lx;+ Cste
7 -3+1 7 -2 (7x—l)2
Déterminons la valeur de la constante avec la condition initiale proposée. Nous savons :
F(O) =1 < —lx;z—szte =1
7 (7x0-1)

= —lxl+Cste=1 R Cste=1+l=§
7 1 7 7

Conclusion : la primitive F recherchée a pour expression :

8 1
F<x>=7_7-(7x—1)2

’

d) La fonction f'est presque de la forme Y ou1a fonction |u (x) =2x+1 est dérivable et
" u’(x) =2
strictement positive sur l'intervalle ]—0, 5;+oo[ . En effet :
4 2 u'
X)= = 2 X = 2 X—
f< ) 2x+1 2x+1 u

Donc la primitive F recherchée est de la forme :
F(x) = 2xln(u)+Cste = 2xln(2x+1)+Cste

Reste a déterminer la constante Cste. Pour ce faire, nous savons :
F(0)=3 < 2xIn(2x0+1)+Cste=3
= 2><ln(1)+Cste =3 & 2x0+Cste=3 < Cste=3

Conclusion : la primitive F recherchée a pour expression : F (x) =2xIn (2x + 1) +3

Page 27 sur 38
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I HétéI'O graphie prlmltlve b.1) Procédons par identification des coefficients. On veut écrire f (x) sous la forme :
c

X)=ax+b+
Le contexte | Sx) 2x+1
Encore un exercice ou il s'agit de déterminer des primitives d'apres des formules du cours. 8x2+2 a (ax+b)x(2x+1)+c _ 2ax® +ax+2bx+b+c
) 2x+1 2x+1 - 2x+1
L'énoncé
| 'x2+@-x+2 ~x2+(a+2b)~x+ (b+c)

a) La fonction fest définie sur IR par : =

2y 2x+1 2x+1

f( x) __¢ Ces deux fractions égales ayant le méme dénominateur, nous en déduisons que leurs
& numérateurs sont égaux. De plus, deux polynomes égaux ont des coefficients de méme

‘s ; Toc 1
Déterminer I'expression de la primitive F de la fonction f'vérifiant F (0) =7. degré égaux. Identifions-les !

8=2a soit a=4| Etd'un!
b) On appelle f'la fonction définie sur l'intervalle ]—0,5;+oo[ par : En x 0=a+2b < 0=4+2b soit b=-2| Etdedeux!
8x2 +2 2=b+c < 2=-2+c soit c=4|  Etdetrois!
=5

Conclusion : la forme décomposée de la fonction rationnelle fest :

. . . . 1
1. Déterminer trois entiers relatifs a, b et c tels que pour tout réel x € }—Eﬁoo[ ,on f( x) —4x—2+ : 4 1
X+

ait :

’

= 2x2x—2+2x % , alors une expression de la
2x+1 u

S(x)=ar+b+—= b.2) C —2x2x-2+2
Tx+1 :2) Comme f(x)=2x2x-2+2x
2. Déterminer I'expression de la primitive F de la fonction f telle que F (O) =7 primitive F est de la forme :

F(x)=2><x2 —2x+2><1n(u)—i—Cste:2x2 —2x+2xln(2x+1)+Cste
Le corrigé |

a) f (x) se simplifie en utilisant les propriétés algébriques de 1'exponentielle. Il nous reste a régler la valeur de la constante Cste avec la condition initiale :
2x 2x 2x F(0)=7 = 2><0—2><0+2><ln(1)+Cste:7 & Cste=T7
e € e 2x-3x —x —x 'y U
f(x)= = =——=¢ =e =—(—l)><e =-u'xe . 5
6x 1 X ‘ ‘ Conclusion : F(x)=2x —2x—21n(2x+1)+7‘
e eXp| —X 6x Voila une forme intégrable !

Donc la primitive F a une expression de la forme :
F(x)=—-¢" +Cste=—e " +Cste
On détermine la valeur de la constante Cste en utilisant la condition initiale.
F(0)=7 < —e4+Cste=7 < -1+Cste=7 < Cste=8|
Conclusion : une expression de la primitive F définie sur IR est :
F(x)=8-¢"
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Z . b) Calculer les deux intégrales suivantes :
| Intégrales stories o) 1(03)

—X
e
A =.[ dx I, = ——dx

Le contexte | 0 eF+l 0 Ve +1
L'exercice classique sur les intégrales avec des aires, des primitives et aussi deux
intégrations par parties. ¢) A l'aide d'une intégration par parties, calculer l'intégrale :

/2
L'énoncé | I :J‘ (x+1)xcos(x)dx

0

a) Sur le graphique ci-dessous, le plan est muni d'un repére orthogonal ou :
& Une unité de longueur en abscisse vaut 4 centimétres.
& Une unité de longueur en ordonnée vaut 2 centimétres.

d) Le but des questions suivantes est le calcul de l'intégrale :

3
I :J' (9x2 —2x+3)><1n(x—1)dx
2

1. Déterminer quatre coefficients entiers relatifs a, b, ¢ et d tels que pour tout réel
x€[2;3], onait :

3.2
3xT 3 =ax? +bx+c+
x—1 x-1
3,3 .2
2. En déduire la valeur de l'intégrale J = j udx
2 X=

3. ATlaide d'une intégration par parties, calculer l'intégrale /.

Le corrigé

a) Nous pouvons écrire que 1'aire du domaine hachurée est donnée par :

: ‘ ; | | X y ! ! 2

' ‘ ‘ ‘ ‘ X Aire = .[ f(x)dx
-1 0 1 2 -1
0

V.

2 On décompose !
1 .---"avec Chasles ! !
3—— |dx oo e :

X

. o , 1 i
Dans ce repére, on a tracé la courbe (C f) représentant la fonction f'définie et continue sur _ .[ (1 B 2x) dx+ j
-1

(+ +1)dx+'[

0 1

l'intervalle [—1;2] par:
: 0 1

Si xe[—l;O[ alors  f(x)=1-2x :[x—sz 1+{%x3+x} +[3x—1n(x)}12

Si xe [0;1[ alors f(x) =x?+1 - 0

St oxe[t2] alors £(x)=3-L :(0—02)—((—1)—(—1)2)+Gx13+1)—Gxo3+0)+(3x2—1n(2))—(3x1—1n(1))

Déterminer une valeur approchée au millimétre carré pres de l'aire exprimée en =0— (_2) + 4_ 0+6—In ( 2) —34+0=5+ 4_ In ( 2)
centimétres carrés du domaine hachuré se trouvant entre 1'axe (Ox) , la courbe (C f) , et

19 o 19
les droites verticales d'équation x = —1 et x =2 =3 In(2) unités d'aires = 8 (?— 111(2)) em?® ~ 45,12 cm’
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b.1) Calculons l'intégrale I;
3x 1 3 3x 1 u!
Une primitive sur R de la fonction f ( ) =—x

= — X —
S+l 3 el 3w

est la fonction F(x ):%xln( ):%xln( +1) avec
In(Z)

11’1(2) 3x
L =j : dx=[lxln(e3x+l)}
0o e +1 3 0

= l>< ln(e3X1n(2) + l) —lx ln(e3X0 + l)
3 3

_____________

1 n 1 1 1. (9
:§x1n(e1 (8)+1)—§><ln(1+1):Ex[ln(8+1)—ln(2ﬂ:gxln(zj

b.2) Calculer I'intégrale I, .

L . - 1 —4e™F 1 '

Une primitive sur R de la fonction f(x)= L [——)x; - —x
g1 U A aer i A Nu .
] 1 1 — _ iToujours
est la fonction F(x)= 2% 2Wu = —Exxl4e T+l avec |u(x)=4de T +1 ooz pOSItlve I

u'(x) = 4><(—efx)+0
11 vient alors :

ln
0 \/ ¥ +1

ln

NI»—‘
(=]

[_lx dxe ! 5)+1j—[—%><\/4><e0+1)
:—%x\/4xen +1+E><\/4><eo+1

:—%x\/4x2+1+%x 4x1+ z—%x\/a+%x\/§:%

[\

¢) Pour calculer /5, nous allons appliquer la formule d'intégration par parties :

In/zumxv'(x)dx=[u<x>xv<x>]g/2 g i eper(x) e

V'(x) = cos(x)

v(x)=sin(x)

Dérivable sur IR

avec dans les deux roles |u(x)=x+1 et

u' (x) =1
Dérivable sur IR
11 vient alors :

j (x-+1)xcos(x)ds

x+l ><s1n 0 .[0 lxsin(x)dx

()]
+lj><sm[ ) (0+1)xsin (0)—[ —cos( )Jg/z
+1 K1=1x0— ((_COS cos(O))J
)-(-1)

A

I
|
{5

.
2
=Zi1-0+0-1=Z
2 2

d.1) Procédons par identification des coefficients. On souhaite écrire la fraction sous la
forme :

N

1

3x° —x? +3x 2 d
——=ax"+bx+c+——
x—1 x+1

~ (ax2+bx+c)x(x—l)+d

x+1

B ax® —ax® +bx* —bx+cx—c+d

x—1

3+2+ 3xx+0 _ @xs+ (b—a) 2, (c—=b) xx+|(d-c)
x-1

x—1
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Les deux numérateurs sont deux polynémes égaux qui ont par conséquent des coefficients
de méme degré égaux.

a=3)
“l=b-a & b=-lta=2

3=c-b < c=3+b=3|

0=d-c & d=c=5

Nous en concluons que pour tout réel x [0;1] , ous avons :

3.2
e S P ST I
x—1 x—

Une autre méthode de décomposition en extrayant le dénominateur de chacun des
termes du numérateur.

Pr—

3x0 — x2 +3x B 3x2><(x—1)+3x2—x2+3x

x—1 x—1

3x2><N E+3x 5 2xx(x—1)+2x+3x
= + =3x"+
x\l X

-1 x—1

5 ZxXN 5% 5x(x—1)+5

=3x" + + =3x? +2x+

1 =] x-1
5x (=1)

=3x2+2x+—+ —3x2+2x+5+i

5
1 x-1 x—1

d.2) D'apres ce qui précede, l'intégrale J peut aussi s'écrire :

3
J:J (3x2+2x+5+5>< 1 )dx
5 x—1

3
=[x3 +x2 +5x+5><ln(x—l)}2

(
=

27+9+5x3+5xIn(3-1))—(8+4+5x2+5xIn(2-1))
51+5x1In(2))—(22+5xIn(1)) =29+5xIn(2)

d.3) Nous appliquons a l'intégrale I la formule d'intégration par parties :

J.su(x) () = [u(x)<r(5) ] I dx

2

avec dans les deux roles |u(x)=1In(x—1) et V(x)=9x% —2x+3
1

u'(x): v(x)=3x3—x2+3x

x-1
Dérivable sur |1;+oo]

Dérivable sur IR

Nous pouvons alors écrire :

3
I=J‘ (9x2—2x+3)><ln(x—1)dx
2

:[(3x3—x2 +3x)><ln(x—1)E_J'3(x3 +2x2 +x)><xl_1

2

=((3%x27-9+3x3)xIn(3-1))—((3x8-4+3x2)xIn(2-1))-J
=8l><1n(2)—26><1n(1)—J
=81xIn(2)-0-(29+5xIn(2))=76xIn(2)-29
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| Aux limites du commencement

Le contexte |

Deux limites de suites classiques a déterminer.

L'énoncé |

Déterminer les limites lorsque 7 tend vers +oo des suites suivantes :

n
u, = 7l et vn:(—l)"x(Z— 21 )
5" +3" n-+1
Le corrig¢
1yt 14t 1 e
n no It Lo
a) lim u, = lim ——x—3 = lim | 2] x—5" = (+00)x—*% = 40|
n—+0 = n—+o 57 3" n—>+o\ S ( 3 )” 1+0"
_____________ N +— 1+ =
iTelle quelle forme | 5" 3
lindéterminée aof o !
. 1 1 1
b) D'abord : lim 2— =2- =2-——=2-0" =2
n—>-+oo n2 +1 (+oo)+1 ~+00

Ensuite, la suite (v, ) est formée de deux sous-suites :

Celle des termes pairs lim v, = lim 1x (2 - j =1x2=2|

n—+ow n—+o n°+1
Celle des termes impairs lim v, = lim (-1)x (2 — 21 j =-1x2=-2|
n—>+oo n—>+o n-+1

Conclusions : ces deux sous-limites étant différentes, la suite (7, ) ne peut avoir de limite.

| Résous ton probléeme, exprime ton n !

Le contexte

Un exercice classique sur les suites commencant par I'étude d'une fonction, puis
enchainant sur 1'é¢tude d'une suite définie par récurrence au moyen de cette fonction.

L'énoncé

Les deux parties de cet exercice sont relativement indépendantes. Seul le résultat de la
question a.4 sert dans la résolution de la question b.4.

a) La fonction f'est définie sur R par :
f(x)= ln(ex +1)—x—2
1. Etablir que pour tout réel x, nous avons :
f(x)= ln(1+e_x)—2
Indication : on pourra commencer par écrire que In (ex + 1) = ln(ex x(l + ))

2. Déterminer les limites de f'(x) lorsque x tend vers —oo et vers +oo .

Conseil : on pourra utiliser 1'écriture de f (x) établie lors de la question a.1.
3. En dérivant la fonction f, démontrer que pour tout réel x, on a :
-1
S'(x)=
e* +1
En déduire les variations de la fonction f'sur IR.

4. Démontrer que l'équation f (x) =0 aune unique solution a dans IR.

A l'aide de la calculatrice, donner une valeur approchée au centiéme pres de cette
solution a.
b) La suite (un) est définie par récurrence par :
Uy = 5

U, =In (e”" + 1) —2 pour tout entier naturel n

1. Sur le graphique ci-apres, on a tracé la courbe (C g) représentant la fonction

g(x)= ln(ex +1)—2

Construire sur 'axe des abscisses (Ox) et sans aucun calcul les cinq premiers
termes de la suite & savoir ug, uy, u,, uz et uy. On laissera apparents les traits de
construction.
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- Le corrigé
5 a.1) Pour tout réel x, nous pouvons écrire :
f(x)= ln(ex +1)—x—2 = ln{ex X(1+Lxﬂ—x—2
4 () €
k g ) _ X —x _ —X _ —X
=ln(e")+In(1+e™ )—x-2=X+In(l+e |- X -2=In(1+e ™ |-2
3
a.2) Pour déterminer les limites de f aux infinis, utilisons son écriture établie lors de a.1.
. ¢ Lorsque x tend vers —oo , |—x tend vers +o0 => e * tend vers + oo
Z

~
\\

\\
/,
3 2 1/ 2 3 4 5 6
=1 //
4‘/ £y
=<
-3
2. Démontrer par récurrence sur l'entier naturel n, la propriété
P, -2 <u,, <u,
Note : le cas échéant, on pourra recourir a des valeurs approchées dans le

raisonnement.
3. Quel est le sens de variation de la suite (un) ? On justifiera sa réponse.

En déduire que la suite (un) est convergente. On appellera ¢ sa limite.

4. Déterminer cette limite ¢.

In (1 +e * ) tend vers

1+e™" tend vers 1+4(+o0) = +0

+00

Donc f(x)= ln(1+e_x)— 2 tend vers (+00)—2 = +o0|

& Lorsque x tend vers +o , |—x tend vers —o0 = ¢ tend vers 0"

a.3) Pour calculer la dérivée de f, utilisons son écriture originale.

1+e ™ tend vers 1+0" =1

ln(1+efx) tend vers In(1)=0 -7 oo

Fmmmm ey
'
'
'

Car la fonction In
_.-=2 est continue en 1.

Donc f(x)=ln(1+e_x)—2 tend vers 0—2 = 2|

Ayant |u(x)=e" +1 , la fonction f (x)=In(u)—x—2 est dérivable sur R.

u'(x)=e*
Dérivable et positive sur R

1l vient alors que pour tout réel x :
X

u' e
(x)=21-0=—
f(x) u e* +1
ex—lx(ex+1) ><_><_1 _1
- e* +1 4l 4l

Le signe de la dérivée f”(x) nous donne les

variations de la fonction fci-contre =»

E X —00 +00
e’ +1 +

W -

+00

- N
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a.4) Comme |La fonction /* est continue car dérivable sur IR y
La fonction f* est strictement décroissante sur IR \ y=x
L'image de l'intervalle |-oo;+oo[ parf est |-2;-+o )
0 appartient a l'intervalle image ]—2;+oo[

4 / \
alors, en application du «théoréme de la bijection», 'équation /' (x)=0 admet une unique 4 (Cq)
solution o dans R.

D'apres la calculatrice, une valeur approchée au centieme de cette solution o est —1,85 . 3
Le truc en plus : il est méme possible de déterminer exactement l'expression de o en
utilisant I'écriture de f'(x) établie lors de la question a.1. 2
fla)=0 < ln(1+e_°‘>—2=0 & ln(1+e_a)=2 = l+e%=¢? .
1
2 2 2
= e%=e" -1 = —0L=1n(e —1) = 0L=—ln(e —1):—1,85‘ Uy u3 U, u Uo
- / A S N
> x
52| ] / 2 3 4 5 6
b.1) La premiére chose a faire est de tracer la droite d'équation y = x . Puis, on positionne
-1
ug sur l'axe des abscisses. On se projette alors verticalement sur la courbe (Cg) . L~
o
Le point obtenu a pour abscisse u, et pour g (uo) =u. — 5
En se projetant horizontalement sur la premiére bissectrice du plan, puis verticalement sur
l'axe des abscisses (Ox), on parvient a reporter u; sur ce dernier. On construit les autres
-3

termes de la suite en réitérant le processus.

La construction est faite ci-contre & . .
b.2) Dans une démonstration par récurrence, deux choses sont a établir :

& Au premier rang n =0, la propriété Fy est-elle vraie ?
Nous avons |y =5
Uy = 1n(e“0 +1)—2 ~In(¢? +1)-2%3,01

Comme -2 <uy <u, alors la propriété Ry est vraie.
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& Le principe de récurrence ou de propagation
Supposons que la propriété P, pour un certain entier n. Nous avons alors :

Exp

-2 <u,,q <u, e <l < et

Croissante
sur R

e2+l<e" i 4l< e +1
Croissante
sur ]0;+oo[

— =, 1n(e‘2 + 1)—2 Slpyey <l

ln(ef2 +1) < ln(e”"+1 +1) < ln(e”" +1)

Or, le minorant ln(e_2 + 1) —2 est lui-méme supérieur a 2.
En effet, une exponentielle étant toujours positive, nous avons :

250 24151 1n(e*2+1)>0

1n(e*2 +1)—2 52

Finalement, nous concluons -2 <u,_ ., <u,,;, soir la propriété P, .
Le fait que la propriété B, soit vraie implique que la propriété suivante P, ; est
aussi vraie. Le principe de récurrence ou de propagation est établi.

# ) établies lors de la question précédente a deux

b.3) La famille de propriété (P
conséquences.
¢ Comme pour tout entier n, u, >u,,;, alors la suite (un) est décroissante.

¢ Comme pour tout entier n, u,, >0, alors la suite (un) est minorée.

Conclusion : la suite (un ) étant décroissante et minorée, elle converge...vers un réel ¢.

b.4) Comme |La suite (un ) est définie par récurrence au moyen de la fonction g,
La fonction g est continue car dérivable sur IR
Tous les termes de la suite (u,, ) appartiennent a IR

La suite (un ) converge vers un réel /
alors cette limite /¢ est 1'une des solutions dans R de 1'équation

g(x)=x & fe*+1)-2=x & I(e'+1)-x-2=0 & f(x)=0

Or, d'aprés la question a.4, cette équation a pour seule solution .. C'est donc cela la limite
de notre suite (un) .

| Derniere danse avant liquidation

Le contexte

L'exercice classique sur les suites que 1'on établit comme adjacentes et définies comme des
barycentres de barycentres de barycentres...

L'énoncé

Les suites (an ) et (b,,) sont définies par récurrence par :

by =10

2xa, +b, 2xa, +3xb,
Anl == byyy = 5

L ]
Pour tout entier naturel n

Clo =-5

. L 4
a) Calculer les premiers termes a; et by, puis vérifier que a, =3 et by =—.

b) On appelle (dn) la suite définie pour tout entier naturel # par :
d,=b

n —a

n n

. s . 4
1. Démontrer que la suite (d,,) est géométrique de raison Th

2. En déduire que (d n) est une suite de termes strictement positifs convergeant vers
0.

¢) En utilisant un résultat de la question b.2, établir les sens de variations des suites (an )
et (b,,) .

d) Démontrer que les suites (an) et (b

,,) convergent vers une méme limite €.

e) On appelle (c, ) la suite définie pour tout entier n par :
¢, =6xa, +5xb,
1. Démontrer par récurrence sur l'entier naturel » la propriét¢ B, : ¢, =20

2. En déduire la valeur de la limite €.
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Le corrigé

a) Calculons les premiers termes jusqu'au rang 2 des deux suites :
_ 2xag+by _ 2x(-5)+10 =9=@

3 3 3
_ 2xag+3xb 2x(=5)+3x10 20
- 5 - 5 5

a

b 4

11 vient alors :
_2><a1+b1_2><0+4_ﬂ of b1_2><al+3><b1_2><0+3><4_£
3 ct

%2 3 3 5 5 5

b) Pour tout entier naturel n, nous pouvons écrire :
dy1 =byy1 —apy
(Zxan +3><bn)><3 (2><an +bn)><5

5x%3 3x5

_(6%a,+9xb,)—-(10xa, +5xb,) —4xa, +4xb, —ix(b 4 )—ixd
= - - n n _15 n

15 15 15

Dongc la suite (d,,

. . 4 .
) est géométrique de raison g = s et de premier terme :

do :bo —ag = 10—(—5) :@
Par conséquent, pour tout entier naturel #, nous pouvons écrire :

4 Y
d, =dyxq" =15x| —
n 0x9q (15)

Cette expression en fonction de # nous conduit & deux conclusions :
& Chaque terme d,, est positif car il est le produit de facteurs positifs.

. 4 . .
& Comme la raison g = s appartient a l'intervalle [O;l[ , alors :

n
lim d, = lim 15{%} =15x0" =0*|

n—»+o0 n—>+0

¢) Pour établir le sens de variation de la suite (a,,) , intéressons-nous a la différence de
deux de ses termes consécutifs :

2xa, +b 2xa, +b, —3xa b, —a 1
Ayl —4p = g t-a, = s 3n t= n3 s =§Xd\?:‘:€9

Comme la différence de deux termes consécutifs a,,; —a, esttoujours strictement

positive, alors la suite (an) est strictement croissante.

2 De méme, pour la suite (bn ) , hous pouvons écrire pour tout entier naturel # :

2 3xb
an_bn:M_bn
_ 2xa, +3xb, =5xb, :2><an—2><bn :_Exdn 5
5 5 5

Comme la différence de deux termes consécutifs b, | —b, est toujours strictement

négative, alors la suite (bn) est strictement décroissante.

d) Récapitulons tout ce qui a été plus ou moins établi :
Cl. La suite (a,,) est strictement croissante.

C2. La suite (b

,,) est strictement décroissante.

C3. Leur différence d,, =b, —a,, est toujours strictement positive.
C4. Leur différence d,, =b, —a, converge vers 0.

Nous en concluons que les suites (a, ) et (b

,,) sont adjacentes et que donc, elles

convergent vers une méme limite €.

e.1) Démontrons par récurrence sur l'entier n la propriété :
P ¢, =20.

n

Calculons le premier terme de cette nouvelle suite :
¢y =6xay+5xb =6><(—5)+5x10=—30+50=&
Donc la propriété est vraie aurang n=0.

——————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————

Supposons que la propriété P, soit vraie pour un certain entier », c'est-a-dire que ¢, =50.

Que peut-on alors en déduire pour c,,; ? Ben, voyons...

Cpp1 = 0X a1 +5%b,
2xa, +b 2xa, +3xb
n n + 5 X n n

= Mo :

=4xa, +2xb, +2xa, +3xb, =6xa, +5xb, =c, =20

Donc la propriété P, est alors vraie. Le principe de récurrence est établi.
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e.2) Les suites adjacentes (a, ) et (b, ) convergeant vers ¢, leur combinaison linéaire I Suivez 1'inté grale !

(cn) converge vers 6x{+5x{=11x/¢.
Le contexte

Or, cette suite (Cn) étant constante et toujours égale a 20, sa limite est aussi égale a...20.
Un exercice trés classique consistant en 1'é¢tude d'une suite d'intégrales : lien, variation et
limite.
20
11x(=20 & (=—

Nous en déduisons :

L'énoncé

On appelle (un) la suite définie pour tout entier naturel n par :
2
u, = J‘ (x—1)" xe*dx
1
a) En calculant l'intégrale, vérifier que uy = ex (e - 1)

b) En intégrant par parties l'intégrale u, ,;, démontrer que pour tour entier naturel #, on a :
U, = e —(n+1)xu,
En déduire la valeur de l'intégrale us.

¢) Démontrer que pour tour entier naturel #, on a :
2

<u, <
n+1 n+l1

En déduire la limite de la suite (un) .

Le corrigé

a) Calculons l'intégrale u .

2 2
0 x X X 2 2 1 2
Ug = x—1) xe dx:j edx:[e} =(e )—(e)ze —l=ex(e-1
[ e 1 (e-1)
b) La formule d'intégration par parties est :

jlzu(x)XV'(x)dx:[u(x)xv(x)]lz - jlzu'(x)xv(x)dx

n+l

avec dans les deux roles |u(x)=x et Vi(x)=e"

u'(x)=(n+1)xx" v(x)=e"

Dérivable sur IR Dérivable sur IR
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11 vient alors :

2
Uy =J (x—l)nJrl x e dx
1

= 2—(n+1)><un

L'intégrale u3 se calcule de proche en proche a partir de u avec la formule précédente :
u =’ —(0+1)xuy = e —(e2 —e) =]

Uy =e* —(1+1)xu = e* ~2xe=e ~2e
us =ez—(2+1)><u2 =€2—3X(62—2€)=—2€2+6€

¢) Pour tout réel x de l'intervalle [1;2] , hous pouvons écrire :

E
1<x<2 — 5 e<e<é?
Croissante sur R

x(x—l)n

qui est positif
ou nul sur [1;2]

ex(x—l)n Sexx(x—l)n Sezx(x—l)n

Intégrons cette derniere inégalité sur l'intervalle [1; 2] !

2

2 2
J ex(x—l)ndeJ‘ exx(x—l)ndeJ‘ ezx(x—l)ndx
1

1 1

1 aT R aT
n n
{exn_i_lx(x—l) l Suns{e ><n+1><(x—1) }

1

2 2
e n+l e n+l e n+l e n+l
x(2-1 ———x(1-1 <u, < x(2-1 ———x(1-1
n+l1 u n+l1 u "Tn+1 ( ) n+l1 (I(—l))
e 2 2
x1— x0<uy, < x1— x0
n+l n+1 +1 n+l
2
<u ¢

2
< Comme les suites de gauche

et de droite
n+1 n+1

alors, en application du «théoréme des gendarmes», nous en déduisons :

lim u, =0"|

n—»+o0

tendent toutes les deux vers 0",
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