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Le mot de I'auteur

Comme chaque été, je publie sur le site La tavene de I'lrlandais I'ensemble des exercices
que j'ai donnés en devoirs durant I'année. Voici la cuvée 2009-2010 des exercices hors
analyse infligés a ces pauvres éléves de terminale S...avec spécialité.

Certains exercices sont des reprises plus ou moins trafiquées d'exerices de bac, d'autres
sont des créations originales. En régle générale, ce sont les pires !

Pour la premiére fois de ma vie, j'ai corrigé le bac cette année. Pourtant, je pensais étre a
I'abri d'un tel honneur, que nos hautes instances m'évitaient pour eviter une catastrophe
dans la notation. Mais cette année, ils ont osé sortit la béte de son antre. Pas de chance !
Comme nombre de mes collegues, j'ai eu a corriger une quarantaine de copies. A de trés
rares exceptions, elles ne furent pas mauvaises car j'oeuvrais dans un jury S spécialité
maths. Ce sont rarement les plus mauvais. Peu de cas de consciences !

Le baréme appliqué était stupide, injuste et ne mesurait rien...une fois encore. Il me
semble que son objet était juste de produire une bonne moyenne pour agrémenter les
statistiques du rectorat, les maths ne devant pas étre une matiére plus sélective que les
autres...

Comme tous les correcteurs, je suis soumis a un certain secret donc je ne m'étendrai pas
sur le sujet. Surtout qu'il ne m'a pas passionné. Cela dit, rarement dans ma carriére, je n'ai
eu le sentiment d'une telle inutilité, ni d'une telle injustice.

Ce fut un vrai bonheur que de partir en vacances...

Les exercices de ce volume sont classés par catégories :

Nombres complexes .................
Géométrie dans I'espace
Probabilités .
SPECIALIEE ...ttt ettt et s st be e e se st s e e sesneenis

La taverne de ['Irlandais

[http://www.tanopah.com]
présente
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Le recueil des exercices donnés en devoirs de mathématiques durant la saison 2009-2010
par Jérdme ONILLON, prof. désagrégé et méme pas recyclable de mathématiques

Conformiteé
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Avertissements : les propos tenus dans ce document n'engagent que leur auteur. Aucune
partie de ce document ne peut étre réutilisée a des fins commerciales. Les exercices et tous
les corrigés demeurent la propriété de leur auteur Jérome ONILLON et sont uniquement
mis en ligne sur le site La taverne de l'Irlandais [hitp://www.tanopah.com].



http://www.tanopah.com/
http://www.tanopah.com/
http://www.tanopah.com/

Le reste d'une TS...a contresens ! - Le recueil des exos donnés en terminale S par Jérome ONILLON durant la saison 2009-2010

Page 2 sur 39

Nombres complexes \
| LE COMPLEXE DES EQUATIONS

Le contexte |

Ce premier exercice aborde la résolution d'équations dans C, du premier et du second
degré apres factorisation.

L'énoncé |

a) Résoudre dans C 1'équation d'inconnue z :
(3+i)z-1-i=z

b) On appelle P le polyndme a coefficients réels :
P(z)=2"-4.2> +10.2% ~20.2+25
Le but de cette question est la résolution dans C de 1'équation P (z) =0.

1. Déterminer trois coefficients réels a, b et ¢ tels que pour tout nombre complexe z
on ait :

P(Z)z(22 +a)><(z2 +b.z+c)

2. Résoudre dans C I'équation P(z)=0.

Le corrigé |

a) Résolvons dans C 1'équation proposée :
(3+i)z-l-i=z < 3z+iz-z=1+i & (2+i)z=1+i
Cd+i (#i)x(2-0)  2-i+2i-i
C24i (240)x(2-0) (2P -2

2

S 24i—(-1) 34
C4-(-1) s

. . . , . . . 3+i
Conclusion : I'équation (3 + l).Z —1—i=2z aune unique solution complexe : =

b.1) La méthode par identification des coefficients de méme degré est la seule possible ici.
Nous voulons écrire le polynéme P (z) sous la forme :

On développe,

P(Z) 2(22 +0t)><(z2 +b.z+c)
puis on ordonne... 5 5

=t vb v vart vabzvac

z4+(—4)><z3+10><22+(—20)xz+25=z4+b><z3+(a+c)><zz+a.b><z+a.c

Deux polynomes égaux ont des coefficients de méme degré égaux. Il vient alors :

Coefficients en z* égaux o 1=1

Coefficients en z> égaux -4=b soit b=-4

Coefficients en z° égaux 10=a+c (3)

Coefficients en z égaux 20=ab & -20=-4a < a= =20 5
Coefficients constants égaux 25=ac (5)

I ne reste plus qu'a trouver le dernier coefficient ¢ avec l'une des deux €quations restantes.
¥ Soit en utilisant I'équation (3) : 1 9 Soit en utilisant I'équation (5) :

0=a+c & c=10-a=10-5=5] Ezz_::
a

25=ac < c=

5

Conclusion : pour tout nombre complexe z, nous avons :

P(z) -7 —4.z3 +10.z2 —-20z+25= (22 +5)><(z2 —4.z+5)‘

b.2) Résolvons dans € 1'équation :

P(Z)zO = (22+5)x(22—4.2+5):0 o 2245=0 ou 7’ —47+5=0

0 X =T
Un produit est nul.. ...I'un de ses facteurs l'est.

Résolvons séparément ces deux sous-équations du second degré :

¥ La premiére sous-équation z245=0 peut se résoudre sans avoir recours au

discriminant.
2

Zzz(i.x/§>2 = IZ:i. 5 ou z=—i~5

72245=0 o 72=-5 <

Deux nombres ..sont égaux ou opposés

ayant méme carré...

¥ Pour résoudre la seconde sous-équation 22 -4z+5=0 qui est du second degré,
calculons son discriminant :

A=(—4)" —4x1x5=16-20 = -4 = (2.)’

Comme son discriminant est négatif, cette équation admet deux racines
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complexes et conjuguées : | LES COMPLEXES TRANSFORMES

—(—4)—21:4_2,,':2_i o Z:—(—4)+2.z:2+i
2x1 2 2x1 Le contexte

7Z =

Conclusion : I'équation P(z) =0 admet quatre solutions complexes mais aucune réelle.

s={—i.\E ciNS o 2-i g 2+i}

Cet exercice traite des écritures complexes des transformations classiques du plan.

L'énoncé

Sur la figure ci-aprés, le plan complexe est muni d'un repére orthonormé direct (O;ﬁ , \7) .
On appelle A, B et C les points d'affixes :
zp =i i zg =3 5 ze =-2-2i

a) Déterminer 1'affixe zg du point E qui est I'image du point B par la rotation r de centre

A et d'angle g .

b) On appelle A I'hnomothétie de rapport 4 qui transforme A en C. Le complexe ® désigne
l'affixe du centre Q de cette homothétie A.

1. Donner la forme générale de 1'écriture complexe de 'homothétie A.

2. Déterminer l'affixe o du centre Q) de I'homothétie A.

3. En déduire I'écriture complexe de 'homothétie A.
¢) Dans ce qui suit, le point M" d'affixe z' est I'image du point M d'affixe z par la
transformation indiquée.

1. Quelle transformation f'du plan a pour écriture complexe z'=z+i ?

2. Quelle transformation g du plan a pour écriture complexe z'+z= 243 2
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Le corrigé
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a) Comme le point E est l'image du point B par la rotation r de centre A et d'angle g,

alors les affixes de tous ces points vérifient la relation complexe :
T

zg-zx =€ 3 x(z5-24) zE—i{cos(gu.sin(a}(ﬁ—i)
= zE—i{%ﬂ.?}x(ﬁ—i)
V3i 3 3o BB

R T A R TR

I f \/§+2i

Zg =—+l+—+l—

Quelques petits rappels quant a 1'égalité complexe dont nous sommes partis...

Comme le point E est l'image du point B par la rotation de centre A et d'angle g, alors

.TT

— — — 1—

AE_|zp-zal (AB,AE)zarg[M]ZE o 7 5
IAB Zg —Zp Zg —Zp 3 Zg —Zp

]
E est l'image de B par la rotation de centre A et d'angle n/SA

b.1) Si on a] Deux complexes ayant mémes modules et mémes arguments sont égaux.

centre Q((o) , alors les affixes de ceux-ci vérifient la relation : 4

Z-0=4x(z-0) © 7'=4xz-4o+w=4xz-3.0

Si on veut aller un
peu plus loin...

Quelques petits rappels quant cette égalité complexe...
Comme le point M' est I'image du point M par I'homothétie 4 de centre Q et de rapport 4,
alors :

OM' =4xOM < 7—— =4xz—

T = © z'—co=4><(z—oo)|

b.2) En particulier, comme le point C(—~2—2i) est I'image du point A (i), alors cette
égalité complexe vectorielle peut aussi s'écrire :
zc-0=4x(zp —0) & 2-2i-0=4-40

< —0+40=4i+2+2 & 3.0=2+60i & (o=£+2.i
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b.3) Nous en déduisons que 1'écriture complexe de 'homothétie & est :

z'—co=4><(z—co) = &’, =4><z—3.(o=4xz—3><(§+2ij=4><z—2—6.i
h(z)

¢) Dans ce qui suit, le point M’ d'affixe z' est I'image du point M d'affixe z par la
transformation indiquée.

9 L'écriture complexe de la transformation f peut aussi s'écrire :

r_ . [ o T _ A
z2=z2+1 & z72-z2=1 & Zypm =IZgxr O MM'=0A

< M’ estl'image de M par la translation de vecteur v = OA

Conclusion : la transformation fest la translation de vecteur OA

9 L'écriture complexe de la transformation g peut aussi s'écrire :

7+z2=23 o = ;Z =3=z5 < Bestlemilieu dusegment [MM']

& M est le symétrique de M par rapport & B\

Conclusion : la transformation g est la symétrie de centre B.

A l'issue de l'exercice, la figure est celle ci-contre=>»
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| LES COMPLEXES EN ACTION !

Le contexte

Cet exercice est constitué de deux parties indépendantes. La premiére est une résolution

classique d'équation du troisiéme degré. La seconde est une application géométrique des
nombres complexes.

Une fois n'est pas couttime, chaque question est suivie de son corrigé. Version originale !

L'énoncé et le corrigé

Les deux parties A et B sont indépendantes.

Partie A - La résolution d'une équation du troisiéme deg
Le polynome P est défini pour tout nombre complexe z par :

P(z)=2 +(4+i)2> +(13+4i)z+13.i

‘ 1. Calculer P(—i) .

D'abord, calculons les puissances seconde et troisiéme de —i .
(i) = (-1 xi? =1x(=1)==1] et (i) =(=i)* x(=i) ==1x(=i) =]
Ces petites choses faites, le calcul de 1'image de —i par P s'annonce des plus simples :
P(=i)= (i) +(4+i)x(=i)* +(13+4i)x(~i)+13i
= i+(4+i)x(—1)—13.i—4.i2 +13.i = i—4—i—13.i—4><(—1)+13.i
=/ K- J T3+ X +T3i=0

Conclusion : comme son image par le polyndme est nulle, alors —i est une racine du

polyndme P. Par conséquent, P(z) est factorisable par le facteur z—(—i)=z+i .

2. Déterminer trois réels a, b et ¢ tels que pour tout nombre complexe z on ait :
P(z)= (z+i)><(a.z2 +b.z+c)

Procédons par identification des coefficients de méme degré.
On veut écrire le polyndme P(z) sous la forme :

P(2)=(z+i)x(az’ +bz+c)

Voila la
"bonne"
méthode !

2+ (4+i) 22 +(13+4i)z+13i =az’ +b2* +cz+iaz’ +ibz+ic

2 (4+i) 22 +(13+4i)z+13i =az’ +(b+ia)z* +(c+ib)z+ic

Deux polyndomes égaux ont des coefficients de méme degré égaux

Nous en déduisons :
Les coefficients en z°> sont égaux : a=1
b+ia=4+i = b+i=4+i=4
Les coefficients en z sont égaux : c+ib=13+4i = C+}|(l( =13 +}|(l( =13

Les coefficients constants sont égaux : / c= 13./ = c¢=13

Conclusion : pour tout nombre complexe z, nous avons :

P(2)=2" +(4+i)2 +(13+4d) 2+13i = (z+7)x(2* +42+13)

Les coefficients en z> sont égaux :

Une autre méthode consiste a extraire successivement le facteur z+i de chacun des
termes du polyndme P.
Combien (,1£|f0is z+i ?
P (z) = 2

+(4+i).2* +(13+4i)z+13i Voild la

mauvaise

C'est une version pa|'’'c
p méthode !

théoréme des valeur

ires.

1
= 2 x(z+i)— idE +42 + i TS
Combien de fois z+i ?

[ —

=2* x(z+i)+ 4.2 +13.2+4iz+13i
:4.22

=22 x(z+i)+4zx(2+i)~ 4iZ +13.2+ 4iZ +13i

=22 x(z+i) +4ax (z+0) +13x (2+0) = (z+7)x(2 +42+13)

L ] L ]
Fact... ...eur co... ...mmun.

’ 3. Résoudre dans € I'équation P(z)=0.

Lors de la question précédente, nous avons cassé le polyndome P (z) .1l vient :

P(z)=0 < (z+i)><(22+4.z+13)=0 & z+i=0 ou Z2+4z+13=0
I Un produit est nul... I

L'équation du troisieme degré s'est transformée en deux sous-€quations.

...I'un de ses facteurs l'est.

La premiére sous-équation ne pose guére de probléme. C'est du déja vu !
z+i=0 < z=-i

Pour résoudre la seconde sous-€quation 22 +42+13=0 qui est du second degré, nous
allons calculer son discriminant.

A=4 —4x1x13=16-52= 36 = (6i)’|
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Comme son discriminant A est négatif, alors cette seconde sous-équation admet deux
solutions complexes et conjuguées.

—4-6i —4-6i . —4-6i
7] = =——=-2-3i et Zy =
2x1 2 2x1
Conclusion : I'équation P(z)=0 a trois solutions complexes:
S={-i -2-3i -2+3i}

Mais elle n'a aucune solution réelle.

Partie B - Dans le plan complexe

Le plan complexe est muni d'un repére orthonormé direct (O;zZ , 17) .

=-2+3i

A, B et C désignent les points d'affixes respectives :

a=-23 b=+3-3i

c=2i

1.a Ecrire b sous forme exponentielle.
Commencons par calculer le module de b.

ol =(V3) +(-3)" =349 =12 = VA x/3 =243

11 vient alors :

b _3-3i_ 3 .3 1 .3 (nj(nj -
= = =cos| —— |+i.sin| —— [=e

l

B 243 243 2B 2 2

Conclusion : 1'écriture exponentielle du nombre complexe b est :

T
b=3-3i=23xe 3

1.b Les points A et C sont représentés sur la figure.
Construire a la régle et au compas le point B sur la figure.

Intéressons-nous au point A d'affixe a = -2 3.

Le module du nombre complexe a est égal a 243 , c'est-a-dire au module de .

Or, les modules des nombres complexes a et b sont égales aux distances OA et OB.
Ainsi, nous avons :

OA =a|=24/3 = || = OB

Donc le point B appartient au cercle de centre O et passant par le point A.

Conclusion : le point B est I'un des deux points d'intersection du cercle de centre O
passant par A et de la droite horizontale d'équation y =—3 . C'est ainsi que nous le
construisons.

Soit E le barycentre du systéme {(A;l),(C;3)} et F celui du systéme {(A;Z),(B;l)}

2.a Etablir que l'affixe e du point E est égale a —£+%j

Comme E est le barycentre des points pondérés (A;1) et (C;3), alors :
Ixa+3xc  2.3+43x2i 243 6. 3 3.
e= = =- f—i=———

1+3 4 4 4 2 2

‘ 2.b Montrer que l'affixe f'du point F est égale a —B-i.

Comme F est le barycentre des points pondérés (A;2) et (B;1), alors :

2xa+lxb _43+\3-3i _-Z3-Zi __fi

2+1 3 3

f=

e—

3.a Déterminer la forme algébrique de
En déduire que, dans le triangle ABC, le point E est le pied de la hauteur issue de B.
Placer le point E sur la figure.

Nous pouvons écrire : On a multiplié

numérateur et

NI V3oL

N L S ¥ - -——1 . dénominateur
e-c¢_ 2 +2’ ! _ Z Z _ _\/5_’ par 2
b B ;
e ——3+3i—(ﬁ—3i) 343, 9. 34349
2 2 zZ Z

(—x@—i)X(—3~\/§—9i) _9+9:3i+3:3i+94°
(=343 +90)x(-33 -9i) NS
_F12Bi-g 12430 12430 _ B0 3,

© 9x3—(-81)  27+81 108  9x1Z 9

e—cC

Interviennent dans le quotient les affixes des points B, C et E.

e—
Interprétons ce quotient complexe en termes de module...

CE _ \/g J \/g On ne peut trop
oo e ) rien en déduire...

BE 9’

e—c

e-b

...et aussi d'arguments :
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— = e
(BE,CE)=arg(€

¢ =arg ﬁt =£ modulo 21
-b 9 2

Donc les droites (BE) et (CE) sont orthogonales.

Le barycentre de deux points distincts appartient a la droite définie par ceux-ci.
Par conséquent, comme E est un barycentre pour les points A et C, alors il appartient a
la droite (AC). Ainsi, une autre appellation de la droite (AC) est (CE).

Conclusion : E est le pied de la hauteur du triangle ABC issue de B.

3.b Démontrer que le point F posséde une propriété analogue.
Placer le point F sur la figure.

4. On désigne par H le barycentre du systéme {(A;Z),(B;l),(C;6)} }

Démontrer que le point H est le point d'intersection des droites (BE) et (CF).
Que peut-on en déduire pour le point H ?

D'abord, comme le point F est un barycentre pour les points A et B, alors il appartient a
la droite (AB).
Maintenant, écrivons sous forme algébrique le quotient suivant :

S=c_ —3-i-2i = —3-3i Nous cherchons a établir
f-a 3 _,'_(_2'\/5) 3—i une orthogonalité...

:(_ﬁ_3i)x(\/§+i)=—3—x/§.i—3.\/§.i—3j2
(V-i)x(V3+i) () (@)
A-aBi- (3 A0
S Y S

va nous renseigner sur les positions relatives des points A, C et F.

Le quotient
-a

D'abord, par son module...

CF _ fc

3 , -3 On ne peut pas en
AF f—a déduire grand chose.

...et ensuite par ses arguments :
= =%\ _ f-c|_ R T
(AF, CF) = arg[f_a = arg( \/gz) =73 modulo 27
Donc les droites (AF) et (CF) sont orthogonales.
Conclusion : le point F est le pied de la hauteur du triangle (ABC) issue du point C.

Note : pour parvenir a nos fins, nous aurions aussi pu nous intéresser aux points B, C et

f-c B,

f-b 2

F et établir (par exemple) que

Cette question peut étre résolue avec les seules propriétés du barycentre.

Comme E est le barycentre des points pondérés (A;1) et (C;3), alors :

Propriété
d'homogénéité
du barycentre.

IxAE+3xCE=06 —2 5 2xAE+6xCE=0

Donc E est aussi le barycentre des deux points pondérés (A;2) et (C;6).

A présent, nous allons utiliser une autre propriété du barycentre : I'associativité.
D'aprés celle-ci :

Comme H est le barycentre des points (A;2) (C;6) et (B;l)
e — |

\
alors H est aussi le barycentre des points  (E;2+6=8) et (B;l)

Avant d'aller plus loin et pour ceux qui hibernaient en premiére S, établissons cette régle
d'associativité dans ce cas particulier...avec les vecteurs :

H est le barycentre

de (A;2), (Bil) et (C:6) 2 AH 6.CH
L — — 1 — 0 . T
2AH+BH+6.CH=0 < 2AE+2EH+BH+6CE+6EH=0

. =N 2AE+6.CE +8EH+BH =06
Du c/qss:que de m
premiere S ! barycentre de (A;Z) et (C;6)
8. EH+BH =6
< Hest barycentre de (E;8) et (B;1)

Reprenons ! Le barycentre de deux points distincts appartenant a la droite définie par
ceux-ci, nous en déduisons que le point H appartient a la droite (BE).

De la méme fagon, F est le barycentre des points pondérés (A;Z) et (B;l) . En vertu de
la régle d'associativité, nous pouvons écrire :

Comme H est le barycentre des points (A;2) (B;l) et (C;6)

e —

d
alors H est aussi le barycentre des points ~ (F;2+1=3) et (C;6)

Nous en déduisons que le point H appartient aussi a la droite (CF).

Conclusion : les droites (BE) et (CF) étant distinctes, nous en déduisons
que leur point commun H est leur (unique) point d'intersection.
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Mais ce n'est pas tout car les droites (BE) et (CF) sont également deux
hauteurs du triangle ABC. Leur point d'intersection H est donc
l'orthocentre du triangle ABC.

Une autre maniére de faire pour le point H : avec les nombres
complexes.
Comme le point H d'affixe 4 est le barycentre du systeme

{(A;2),(B;1),(C;6)} , alors :

o 2xatlxbrbxe 2X(_2.\/§)+(\/§—3i)+6x2i =—£+i

2+1+6 9 3

Ensuite, nous avons vu les affixes e et f'des barycentres E et F vérifiaient
les relations :

a+3.c
e:

_2a+b

3 & 3.f=2a+b

& de=a+3c et f

8e=2.a+6c

La relation définissant I'affixe /4 devient alors :
9h=2a+6c+b & 8h+h=8e+b < 8.(h—e) =b-h

Rt 8.EH = HB

Donc les vecteurs EH et HB sont colinéaires. Les points E, H et B sont
alignés.

Cette méme relation définissant l'affixe 4 peut également devenir :
9h=2.a+b+6c < 3h+6h=3.f+6c < 3.(h—f) = 6.(c—h)
S 3.FH =6HC

Donc les vecteurs FH et HC sont colinéaires. Les points F, H et C sont
alignés.

A l'issue de l'exercice, la figure est celle ci-contre =»
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| QUESTIONS POUR DES COMPLEXES

Le contexte

3. Soit z un nombre complexe non nul. Alors, modulo 27, on a :

arg(z)=arg(z)  |arg(z)=arg(—z) arg(z)zarg@ arg(i)zarg@

Cet exercice est une partie qu'un gigantesque QCM de dix questions indépendantes. Seules
celles sur les complexes ont été reproduites.
Chaque question est immédiatement suivie de son corrigé.

L'énoncé et le corrigé

Pour chaque question, quatre propositions sont faites. Laquelle est la bonne ?

1. Soit z le nombre complexe z=1+i . Alors Pl

214

est un réel positif| |est un réel négatif| |est un imaginaire pur, |a pour module

L'écriture d'un nombre complexe la plus adaptée a la manipulation puissance est sa
forme exponentielle. Or, nous savons :

e 8 - s

2

11 vient alors :

Donc z'* est un
imaginaire pur.

L'exponentielle imaginaire
est 2m-périodique
T 14 b3 I 7. n
i— 14xi— [ — —i—

14 : —
24 =(V2) x|et | =2Txe 4 =128xe 2 =128xe 2 =128x(—i)=—128i

. i—1
2. Soit z un nombre complexe d'argument 0. Un argument de —— est :
z

3—“—9 3—n+9
4 4

I o Lo
4

Cette question repose sur les trois propriétés suivantes de I'argument vues en cours :

arg@ —

arg(—z)zarg(z)+n arg(i)z—arg(z)

. . . - 1 .
Fort logiquement, nous en déduisons que seule 1'égalité arg(z) =arg (—j est vraie.
z

Dans les questions suivantes, le plan complexe est muni d'un repére orthonormé (O;ﬁ,ﬁ )

Les points A et B ont pour affixes respectives :

Zp =1 et zg =—1

4. L'ensemble des points M d'affixe z vérifiant |z - i| = |z + l| est:

La droite (AB) La droite perpendiculaire a (AB) passant par O

Le segment [AB] Le cercle de diameétre [AB]

. ‘3.771
arg[lT—lj:arg(_l+i)_arg(z)=arg \/E.el' 4 _(—arg(z))=%+9
Z

| L'argument se comporte comme In | -1+ |Argument du conjugué

L'égalité définissant I'ensemble que nous appellerons  peut aussi s'écrire :
|Z—i| = |z+1| & |z—i| =|Z—(—1)| & |Z—ZA| =|Z—ZB| < AM=BM

< M appartient a la médiatrice du segment [AB]

En fait, elle est bien cachée. .

Cette réponse ne figure pas parmi les quatre possibilités. . J
Adi
Comme le point O est équidistant de 1 des points A et B, 0

alors il appartient a la médiatrice du segment [AB].
Conclusion : I'ensemble ¢~ est la droite perpendiculaire |

v
5
a (AB) et passant par le point O. B(-1) (0] |\

5. L'ensemble des points M d'affixe z vérifiant |z - i| = |—1 —i| est:

La médiatrice de [AB] La droite (AB)

Le cercle de centre A passant par B Le cercle de centre B passant par A

L'égalité définissant I'ensemble s'écrit aussi :
|z—i|=|-1-i] < |z-za|=|zg-zA| & AM=AB
<& M appartient au cercle de centre A passant par B
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| REFLEXIONS COMPLEXES 1 1 1 1 1 1
Le contexte T S [ [ A S I
Cet exercice issu de mon cerveau diabolique aborde de maniére complexe une ! ! ! ! : :
transformation du plan trés particuliere : une symétrie axiale. Il est assez long et difficile. 1 1 1 : : :
L'énoncé | |
Sur la figure ci-contre, le plan complexe est muni d'un repére orthonormé direct (O;ii , \7) . :
Dans celui-ci, les points A, B, C et D ont pour affixes respectives : | | | | | |
i 3 : 1 s s s s
Zp =1 zg = -1 Zo=-2—— Zp =———1i : : : : | |
A ? < T P2 NSNS NSRS SO NSRS NS NSSNN SRR NSSN SO SO S
a) Montrer que le point B est le barycentre des points pondérés {(O;l),(A;l),(C;Z)} | LA . E
I I I A i o I
On appelle s la transformation du plan qui, a tout point M du plan d'affixe z associe le ] ] b } } ]
point M' d'affixe z’ telleque: | [T ””””””” ”””””””” ””” LAY ”””””””” ”””””””” promeee
z'=ixz-1+i 1 B : 3 3 :
- - O - + >> 3 -
b) Vérifier que les images des points A, B et C par la transformation s sont respectivement 1 3 0 u } |
les points A, B et D. . C 3 ; 3 3 ;
[T~~~ ="r==7=7°77 (}”””’:”””””””’7 ”””””””” : ”””””””” :’”””””””’T ””””
¢) On appelle E le point d'affixe zg = 3+, D!
1. Ecrire zg sous forme exponentielle. V
2. Vérifier que le point F qui est I'image du point E par la transformation s, a pour : 3 !
affixe: . [ F A A T
zp =(143)d : i : i i :
. p1 e . Zgp —Zg : 3 ; 3 3 '
3. Ecrire sous forme algébrique le quotient complexe ——. | | | | | :
ZB ~Zp I S S N S
En déduire une mesure de l'angle orienté (Kﬁ,ﬁﬁ) .
Construire de maniére précise le point F. On laissera apparents les traits de ! ! !
construction. ! ! 1 3 3 1
4. On appelle H I'image du point F par la rotation de centre B et d'angle —g e A T [ AR A T
En calculant 1'affixe du point H, montrer qu'il est le symétrique du point E par : : :
rapport a l'axe des réels (O;u) .
. e . d) Déterminer l'ensemble des points fixes de la transformation s.
Construire précisément le point H.
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e) Dans ces questions, nous allons déterminer la nature de la transformation s.
1. Démontrer que :

r

z —i:—ix(z—i)

r

Z+1:—i><(z+1) et
2. En déduire :
AM'= AM et BM'=BM
3. Que peut-on en déduire quant a la droite (AB) ?
Conclure quant a la nature de la transformation s.

Le corrigé |

a) On appelle G le barycentre des points pondérés (O;1), (A;1) et (C;2). Son affixe zg

est donnée par :

O+i+2x —2—1
CIxzg +1xzs +2x20 2 _/—4—/___4__1_2
G- 1+1+42 N 4 T4 4 =78

Conclusion : le barycentre du systéme de points pondérés {(O;l),(A;l),(C;Z)} est le

point B.

b) Calculons les affixes des images des points A, B et C par la transformation s.
v s(zA):i><tT—1+i:i><(—i)—1+i:—i2 —1+i:—(—1)—1+i:i:m
Donc le point A est sa propre image par la transformation s.
¥ s(zg)=ix-l-l+i=ix(-1)-l+i=-i-l+i=—1=zp]|

Par conséquent, le point B est aussi sa propre image par la transformation s.
¥ s(zc)= ix[—Z—é)—l+i
=ix —2+i —1+i——2i+ﬁ—1+i——2i—l—1+i——i—i —ﬂ
2 2 2 2 L
Donc I'image du point C par la transformation s est le point D.

¢.1) Commengcons par calculer le module du nombre complexe zg = 3+i.

2| =(V3) +12 =31 =Va =2

11 vient alors :
T

il risn( o2t
Zp =B +i=2x| X242 |=2x| cos| — |+isin| = ||=2xe 6
. [2 2 6 6

¢.2) Comme le point F est I'image de E par la transformation s, alors son affixe est donnée
par:

Zg =s(zE)=ix(\/§+i)—l+i
=ix(J§—i)—1+i=J§.i—i2—1+i=ﬁ.i+1—1+i=(1+ﬁ).i

¢.3) Nous pouvons écrire :

zp-zg _(FB)i~(B3+i) fu oG- BioAi i3

Zg —ZA (_1)_i 1= e i
_(\/E—ﬁ.i)x(l—i)_\/E_ﬁ,i—ﬁ.i+x/§-i2
T (+i)x(1-i) 1-i?
_ B-243i- B, _ 23 __f3i
() 2

2 Concernant les vecteurs AB et EF , il vient alors :
T e
ZB — ZA 2
Donc les droites (AB) et (EF) sont perpendiculaires.

Un argument et un angle sans simplifier le quotient

g Zp —Zg o A . 9 g s q
Un argument du quotient ——— pouvait étre trouvé sans avoir simplifié celui-ci.
7B ~ZA
“F "7 Modulo 2 bien sdr !
arg| ———= =arg(ZF—ZE)—arg(ZB—ZA) odulo 2 bien sdr !
ZB ~ZA

:arg(ﬁX(—1+i))—arg(_1_,-)=%_( 3:] G i .

2 Le point F est l'intersection de 1'axe des imaginaires (O;\7 ) et de la perpendiculaire a la

droite (AB) passant par E. C'est ainsi qu'on le construit de maniére précise.

Une maniére de positionner le point F
Le point F est aussi le point d'intersection supérieur de l'axe des imaginaires (O; v ) et du

cercle de centre A, passant par E et dont I'un des rayons est V3.
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c.4) Comme le point H est 1'image du point F par la rotation de centre B et d'angle —g,

alors les affixes de ces trois points vérifient 1'égalité :
LT

ZH—ZBzeilEX(ZF—ZB) = ZH—(—1):(—i)x(<1+\/§).i—(—1))
o zy=—1-i" x(1+3)-i
=—1+(l+\/§)—i=\/§—i=g

Conclusion : comme leurs affixes sont conjuguées, alors les points E et H sont symétriques
par rapport a l'axe des réels (O;u) . C'est ainsi que I'on construit H.

Une maniére de positionner le point H
Le point H est aussi l'un des points d'intersection de la droite horizontale d'équation
y =—1 et du cercle de centre O passant par le point E...et aussi le point F.

d) Nous savons déja que les points A et B sont invariants par la transformation. Mais peut-
étre s a-t-elle d'autres points fixes.
Pour connaitre I'ensemble des points M d'affixe z invariants par s, nous allons résoudre
'équation :
M(z) estinvariantpars < z'=z <& ixz-l+i=z
On appelle alors x et y les parties réelle et imaginaire du complexe z. Nous avons alors :
Z=X+Iy et Z=X-1Ly
Reprenons la résolution de 1'équation :
M(Z) estinvariantpars < ixz-l+i=z < ix(x—i.y)—1+i= X+iy

Deux quantités complexes sont égales...
T 1

= ix+y-l+i=x+1iy
...parties réelles égales... ...parties imaginaires égales
= y—-1=x et x+l=y
y=x+l1 y=x+1

Conclusion : I'ensemble des points fixes par s est la droite d'équation y = x +1. Autrement
dit, il s'agit de la droite (AB).

e.1) Pour tout nombre complexe z, nous pouvons écrire :

{_

’

:ixi—/{+i+;[ et Z—i

N|

ixz—1

+1=1i

+

()Z()
=(=i)x(z+1)

II
Nn ~
L

()
(=)

(=)<l

e.2) Deux nombres complexes égaux ayant des modules égaux, les deux égalités
précédentes deviennent :

‘m‘=|—ix(z+l)| et ‘z'—i‘=|—ix(z—i)|

|7 +1| = |-ifx|z+1 || = |-i[x |z~

‘m‘=1x|z+l| ‘Z'_—i‘=1x|z—i|

Or, un nombre complexe et son conjugué ont des modules égaux. Nous en déduisons :

R R IS U B Y B P
Pour conclure, il ne nous reste plus qu'a remarquer que les différences complexes
apparaissant dans ces égalités sont aussi des affixes de vecteurs. En effet :

I —Zp =21 v —zZp =2 -0 zy —zg =z—(-1) zyy —zp =2 —(-1)
Finalement, nous aboutissons bien a :

BM'=BM et AM' = AM

e.3) Comme les points M et M' sont équidistants des points A et B, alors la droite (AB) est
la médiatrice du segment [MM'].
Par conséquent, M' est I'image de M par la réflexion (symétrie axiale) d'axe (AB). Telle est
la nature de la transformation s.
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A l'issue de I'exercice, la figure est la suivante :




Le reste d'une TS...a contresens ! - Le recueil des exos donnés en terminale S par Jérome ONILLON durant la saison 2009-2010

Page 15 sur 39

Géométrie dans l'espace |
| L'ESPACE NORD-AMERICAIN, JUIN 2008

Le contexte |

Cet exercice assez classique est une version légérement modifiée de celui donné en
Amérique du Nord en juin 2008.

L'énoncé |

On considére deux points A et D de l'espace et on désigne par I le milieu du segment [AD].
1. Démontrer que pour tout point M de I'espace, on a :
MD-MA = MI° —1A2
2. En déduire la nature et les attributs de I'ensemble (E) des points M de l'espace
tels que :

MD-MA =0

Dans l'espace rapporté au repére orthonormé direct (O;?,]’,I; ) , les points A, B, C et D ont

pour coordonnées respectives :

A(3;00) B(0;6;0) C(0;0;4) D(-5;0;1)
1.a. Démontrer que les points A, B et C ne sont pas alignés et qu'ainsi, ils définissent
un plan.
4
Lb. Vérifier que le vecteur 7| 2 | est normal au plan (ABC).
3

1.c. Déterminer une équation du plan (ABC).
2.a. Déterminer une représentation paramétrique de la droite A qui est la
perpendiculaire au plan (ABC) passant par le point D.

2.b. En déduire les coordonnées du point H qui est le projeté orthogonal du point D

sur le plan (ABC) .

2.c. Calculer la distance du point D au plan (ABC) .

2.d. Déterminer les coordonnées du milieu I du segment [AD].

Démontrer que le point H appartient a I'ensemble (E) défini dans la partie A.

Le corrigé

1. En fait, il s'agit de redémontrer une des variantes du théoréme de la médiane.

D'abord, comme I est le milieu du segment [AD], alors nous avons la relation vectorielle :
ID=Al=-IA

Ensuite, décomposons chaque vecteur composant le produit scalaire en introduisant I.

MD MA Cl)n double développe le produit scalaire.l..

MD - MA - (Vi +ID)-(Mi+IA) = M’ +Mi- A + ID-Mi + ID-1A

- —— — — —
= MI" + MI- A + Mi-(~IA) + (~IA) - 1A
—2 — —2
=MI” + META - META —1A” = MI? —1A>
2. En utilisant la variante du théoréme de la médiane précédemment établie, nous pouvons
écrire :
Me(E) & MD-MA=0 < MI?-IA?=0
s IM2P=IA? & IM=IA
< M appartient a la sphére de centre I passant par le point A.

Une autre maniére de voir les choses
Point n'était besoin de recourir car de par sa définition, (E) est 'ensemble des points M de

I'espace tels que les vecteurs MA et MD soient orthogonaux, c'est-a-dire tels que le
triangle AMD soit rectangle en M. Autrement dit, (E) est la sphére de diamétre [AD].

1.a. Comparons les coordonnées des vecteurs AB et AC

AB AC

Abscisse -3 —15 -3
Ordonnée 6 <0 0
Cote 0 <« 4

Conclusion : comme leurs coordonnées ne sont pas proportionnelles, alors les vecteurs

AB et AC ne sont pas colinéaires. Donc les points A, B et C ne sont pas alignés et ils
définissent un plan.
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1.b. Calculons les produits scalaires du vecteur 7 avec deux vecteurs directeurs non Nous pouvons alors écrire :
colinéaires du plan (ABC). Xx+5 4
A (=3 M (x; v; z) €A <« Lesvecteurs DM| y |etn|2 | sontcolinéaires
i-AB=|2 || 6 |=4x(-3)+2x6+3x0=-12+412+0=0 donc 7 L AB z-1 3
3 x=4t-5
4) (=3 < Il existe un réel t tel que DM =t/ soit y=2t
7 AC = AC =3t+1
n-AC=|2-1 0 |= 4X(_3)+2X0+3X4= —-12+0+12=0 donc M Voila une représentation paramétrique de A ! i> z
3)( 4

i L [ — — 2.b. Le projeté orthogonal H est l'intersection du plan (ABC) et de sa perpendiculaire A.
Conclusion : le vecteur 7 étant orthogonal aux deux vecteurs non colinéaires AB et AC

directeurs du plan (ABC), alors il est normal & ce plan. Xy =4ty =3

Comme H appartient a la droite A, alors il existe un réel ty tel que {yy =2.ty

l.c. Le plan (ABC) est 'ensemble des points M de 'espace tels que les vecteurs AM et zy =3ty +1
n soient orthogonaux. Comme le point H appartient au plan (ABC) , alors les coordonnées du premier vérifient
x-3) (4 'équation du second.
M(x;y;z)e(ABC) < AM:i=0 < | y ||2]=0 dxg+2.yg+3zy—12=0 & 4 (4t —5)+2.(2ty)+3.(3ty +1)-12=0
z 3 & 16ty —20+4.ty +9.t5 +3-12=0
& (x-3)x4+yx2+2x3=0 = 4x+2y+32-12=0) o 294y-29-0 < ty :i_gzl
Conclusion : une équation du plan (ABC) est 4x+2.y+3.z—-12=0. Nous en déduisons les coordonnées du point H.
Une autre méthode plus...directe ? Xy =4x1-5 yu =2x1 zy =3x1+1
4 = -2 -4
Comme le vecteur 7| 2 | est normal au plan (ABC) , alors une équation de celui-ci est de
3 2.c. Il y a deux méthodes pour calculer la distance entre le point D et le plan (ABC) .
o B o ¥ Avec la formule vue en cours et I'équation cartésienne du plan (ABC).

4x+2y+3z+d=0

4x(=5)+2x0+3x1-12
distance(D;plan (ABC)):| X( )+ x0+3x

. . Val bsolue d
Il reste a déterminer le coefficient constant d. Va2 422 432 /'gqiégiinsguuglar?
Comme le point A (3;0;0) appartient au plan (ABC), alors les coordonnées du premier [20+0+3-12] 29 divisée par
2. 0z : 5 . = = =4/29 norme du vecteur
vérifient 'équation du second. Il vient alors : 161449 J29 I
4xp +2yp +324+d=0 < 4x3+2x0+3x0+d=0 < d=-12
Conclusion : une équation du plan (ABC) est 4x+2.y+3z-12=0. ¥ En utilisant le projeté orthogonal H du point D sur le plan (ABC)

2 2 2
di D;plan (ABC :DH:\/ -1)—(-5 2-0 4-1
2.a. Comme la droite A est perpendiculaire au plan (ABC) , alors un vecteur directeur de zstance( plan ( )) (( ) ( )) +( ) +( )

la droite A est le vecteur 7 qui est normal au plan (ABC). =47 +27+37 =16+4+9 = @
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2.d. Les coordonnées du milieu I du segment [AD] sont données par :

g = XA tXD _3+(9) =_—2=ﬂ
2 2 2
YA + YD 0+0 0
== == = 0
M 5 > > 0|
lemzwzlzo’s 7 A/
2 2 2 A L ’
2.e. Il existe plusieurs facons de prouver que le point H appartient a I'ensemble (E). / \
¥ On peut calculer le produit scalaire qui définit I'ensemble (E). |
~1-(-5)) (~1-3 AN .‘b
HD-HA=| 2-0 ||2-0 [=4x(—4)+2x2+3x4=-16+4+12=0) (EN o | ﬂl
4-1 4-0 N
Donc le point H appartient bien a la sphére (E) de diamétre [AD]. )
¥ On peut calculer les longueurs IH et 1A.
2
H = (1)~ (1)) +(2-0 +(4-0,5)

=40? +22 43,52 = J0+4+12,25 =./16,25

1A = \/(3—(—1))2 +(0-0)? +(0-0,5)?

= 42 +0% +(=0,5)" =/16+0+0,25 = 16,25

Comme IH =1IA, alors le point H appartient & la sphére
de centre I passant par A, autrement dit a I'ensemble (E).
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Probabilités

| DES PROBABILITES SI DISCRETES : LA TOTALE

Le contexte |

€ ¢ ¢

Cet exercice original aborde a peu pres tout ce qui est au programme des probabilités non
continues : les combinaisons, les probabilités conditionnelles, les événements
indépendants et les schémas de Bernoulli.

L'énoncé |

Les trois parties composant cet exercice sont indépendantes.

Partie 1 - Quelques petites questions de cours

n et p désignent deux entiers naturels telsque p<n.

n
a) Rappeler l'expression de ( j en fonction des entiers n et p.

P
. 12 .
b) Appliquer la formule précédente au calcul de ( 3 j et effectuer celui-ci.

c) Démontrer que les «p parmi n» sont symétriques, c'est-a-dire que :
n-p p

Partie 2 - Le cceur en téte...et le pognon dans les poches.

La Blancoise des Jeux, célébre entreprise d'extorsion de richesses, vient de créer un
nouveau jeu : le ceeur en téte. Son principe est le suivant :

Dans une urne, se trouvent les douze tétes couronnées d'un jeu de cartes : rois,
dames et valets de cceur, de carreau, de pique et de tréfle.

Ces douze cartes sont indiscernables au toucher et a la vue du joueur.

Le joueur tire simultanément une main de trois cartes dans l'urne.

Si cette main est constituée de trois cceurs, alors il a gagné et le jeu s'arréte.

S'il n'a aucun cceur ou s'il a un seul coeur dans sa main, il a perdu et le jeu s'arréte
aussi.

Par contre, s'il a deux cceurs dans sa main de trois cartes, alors il tire une
quatriéme carte bonus parmi celles restant dans 1'urne.

Si cette quatriéme carte est un ceeur, il a gagné. Sinon il perdu.

On définit les événements suivants :
¥ C; = «lamain de trois cartes est composée de trois coeurs»

C, = «la main de trois cartes contient exactement deux coeurs»
A = «la main de trois cartes contient au plus un coeur»

G = «le joueur gagne la partie»

a) Déterminer :
1. Le nombre de mains de trois cartes possibles.
Le nombre de mains favorables a I'événement Cs.

2
3. Lenombre de mains favorables a 'événement C, .
4. Le nombre de mains favorables a I'événement A.

b) Représenter la situation d'une partie par un arbre pondéré. On prendra soin de bien le
légender.

. 1
¢) Démontrer que la probabilité de 1'événement G est égale a 35

d) Le joueur gagne sa partie. Calculer la probabilité que sa main de trois cartes contienne
exactement deux cceurs.

Partie 3 - Par dessus la troisiéme corde !

L'Atomiseur est un catcheur de la BAC (Blancoise Association de Catch).
La Blancoise des Jeux organise des paris sur les matchs de L'Atomiseur.
La probabilité que L'Atomiseur gagne un match quelconque est de 0,4. Quoiqu'en fait, tout
dépende du calibre de I'adversaire qui lui est opposé ! Car ses adversaires se répartissent
en trois catégories :
»  Les catcheurs classés poids lourds représentent 20% de ses adversaires.
S'il affronte un poids lourd, la probabilité qu'il le batte est de 0,1.
» Les poids moyens représentent 50% de ses adversaires.
»  Les poids plumes représentent 30% de ses adversaires.
S'il affronte un poids plume, la probabilité qu'il le batte est de 0,6.

Dans un match, L'Atomiseur affronte un adversaire tiré au sort.
On définit les événements suivants :

¥ L = «L'Atomiseur affronte un poids lourd» .
M = «L'Atomiseur affronte un poids moyen»

U = «L'Atomiseur affronte un poids plume»

¢<¢¢

G = «L'Atomiseur gagne son match»
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a) Démontrer que les événements M et G sont indépendants.

b) Au cours du premier semestre 2010, L'Atomiseur livrera 13 matchs contre des
adversaires a chaque fois tirés au sort. Il peut donc rencontrer le méme adversaire
plusieurs fois au cours du semestre.

Les parieurs peuvent parier sur le nombre de matchs qu'il remportera durant ce semestre.
Un parieur hésite : doit-il parier que L'Atomiseur remportera exactement 3 matchs sur les
13 ou doit-il parier qu'il remportera exactement 6 matchs sur les 13 ?

Le corrigé

Partie 1 - Quelques petites questions de cours

a) Par définition, I'expression du «p parmi n» est donnée par :

Au total p facteurs

[njz'nx(n—l)x(n—2)x...x(n—p+1)' nl

p Ix2x3%x...xp :p!x(n—p)!
e — |

La encore, p facteurs

b) Nous en déduisons :

220

12) 12x11x10 6 x2x11x10
3 1x2x3 )({

n
c) L'entier ( J comptabilise le nombre de sous-ensembles de p éléments dans un grand

ensemble en comptant #n. Autrement dit, il comptabilise le nombre de fagons de choisir p
¢léments parmi n possibles.
Or, quand on choisit p éléments parmi z, on en délaisse ou on en choisit par défaut n—p .

Les n éléments parmi lesquels s'effectue le choix

Les p ¢éléments choisis‘ ‘Les n— p éléments délaissés

...et son complémentaire.

Un sous-ensemble...

Ainsi, dans un ensemble comportant zn éléments, il existe autant de sous-ensembles a p
¢éléments que de sous-ensembles & n— p éléments. C'est pour cela que nous avons :

Nombre de sous-ensembles
de n—p éléments
—

)

Nombre de sous-ensembles
de p éléments
—

b -
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Partie 2 - Le cceur en téte...et le pognon dans les poches.
a) Le tirage des trois cartes est simultané.

12
1. 1l s'agit de choisir 3 cartes parmi 12. Donc il y a ( 3 J = 220 mains possibles.

2. Pour réaliser I'événement Cj, il faut tirer 3 cceurs parmi les 3 dans I'urne.

3
Doncilya (3} =1 main favorable a I'¢vénement C;

3. Pour réaliser I'événement C, , il faut tirer 2 cceurs parmi les 3 dans I'urne et une
troisiéme carte parmi les 9 autres dans l'urne.

3) (9
Doncilya (2] X (J =3x9 =27 mains favorables a I'événement C,.

4. L'événement A est le contraire de I'événement C, UCjy.

Par conséquent, le nombre de mains favorables a I'événement A est de :
220-27-1=192|

b) Une partie de caeur en téte peut étre représentée par l'arbre pondéré suivant :

On tire une main

de trois cartes. G, > G
1/220 On tire une
uatrieme carte. G
q e
1/9
277220 — G, —><
8/9
\
48/55
— Dans l'urne,
A > G il reste neuf
cartes dont

un seul ceeur.
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c¢) En application de I'arbre et de la formule des probabilités totales, nous avons :

p(G)=p(C3)+p(C,NG)
=p(C3)+p(Cy)xp(G sachant C, )= L,z 1 1 3 4 _1

_—tt Y—x-—-—_-— = — = —
220 220 9 220 220 220 55

d) Calculons la probabilité conditionnelle :
3
p(C2nG) 20 _ 3 X%:ﬂ
p(G) 4 20 4 4
220
Conclusion : lorsque le joueur gagne, il y a trois chances sur quatre que sa main contienne
exactement deux cceurs.

Partie 3 - Par dessus la troisiéme corde !

a) La situation d'un match de L'Afomiseur peut étre représentée par l'arbre pondéré :

p(C, sachant G)=

Quelle est la catégorie de L'Atomiseur gagne-t-il

l'adversaire rencontré ? le match ?
/ G
0,1
L —><
/ 0,9
A N ¢
0,2 Poids lourd
/ G
?
] < ) - | Seule la probabilité
0,5 M 3 . G sachant M n'est
1-3 pas indiquée dans
AN G I'énoncé. 1l va falloir
P e la calculer...
3
G
/
0,6
Uul o <

0,4
J\_ ~

Poids plume

Ql

Calculons la probabilité conditionnelle de 1'événement G sachant M.
Comme les événements L, M et P forment une partition de I'univers des possibles, alors,
en application de la formule des probabilités totales, nous pouvons écrire :

p(G)=p(GNL)+p(GNM)+p(GNU)
=p(L)xp(G sachant L)+p(M)xp(G sachant M)+p(U)xp(G sachant U)
0,4=0,2x0,1+0,5%p(G sachant M)+0,3x0,6
0,4=0,02+0,5xp(G sachant M)+0,18

11 vient alors :

0,5xp(G sachant M)=0,4-0,2 < p(G sachant M) = (())’i =0,4

Conclusion : comme

(G sachant M) =p(G)=0,4|,

alors la réalisation de 1'événement M n'influe pas sur la réalisation de 1'événement G. Donc
les événements M et G sont indépendants.

Une méthode peut-étre un peu plus rapide ?
Nous aurions pu aussi nous contenter de calculer la probabilité de I'événement GM .
Avec la formule des probabilités totales, nous aurions pu écrire :

p(GAM)=p(G)-p(GNL)-p(GNU)=0,4-0,02-0,18=0,2|

Et alors, comme : Autre caractérisation

p(G)xp(M) =0,4x0,5=0,20 = p(G ﬁM) % de l'indépendance.

nous en aurions déduit que les événements G et M sont bien indépendants.

b) Les 13 matchs de L'Atomiseur forment un schéma de Bernoulli de 13 épreuves :

-1 G
0,4

L'Atomiseur
gagne-t-il le matc

ny <
0,6 _
e

On appelle X la variable aléatoire comptabilisant le nombre de victoires de L'Atomiseur au
cours des 13 matchs.
La loi de probabilité de X est la loi binomiale de paramétres 13 et 0,4.
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Par conséquent :
¥ La probabilité que L'Atomiseur gagne 3 matchs sur les 13 est donnée par :

p(X=3) =[133j><0,43 x0,6'0 ~ 0,111

¥ La probabilité que L'Atomiseur gagne 6 matchs sur les 13 est donnée par :

p(X =6)=[163]x0,46 x0,6" ~0,197

Conclusion : s'il veut maximiser ses chances de gain, le parieur doit parier que

L'Atomiseur gagnera 6 matchs sur les 13 qu'il livrera au cours du premier semestre 2010.

PROBABILITES FRANCAISES, SEPTEMBRE

2009

Le contexte

Cet exercice a été¢ donné en septembre 2009 lors de la session francaise de rattrapage. C'est
un classique du genre avec probabilité conditionnelle, schéma de Bernoulli et loi
exponentielle.

L'énoncé

Probabilité
/\ Voici la loi binomiale

que suit X.

0.2 9t e Et 5 matchs, c'est
encore mieux que 6.

01¢ A

] ] S
—> X

0o 1 2 3 4 5 6 7 &8 9 10 11 12 13

Un réparateur de vélos a acheté 30% de son stock de pneus a un premier fournisseur, 40%
a un second et le reste a un troisi¢me.

Le premier fournisseur produit 80% de pneus sans défaut, le second 95% et le troisiéme
85%.

1. Le réparateur prend au hasard un pneu dans son stock.
a. Construire un arbre de probabilité traduisant la situation et montrer que la
probabilité que ce pneu soit sans défaut est égale a 0,875.
b. Sachant que le pneu choisi est sans défaut, quelle est la probabilité qu'il
provienne du second fournisseur ? On donnera la valeur arrondie du résultat au
millieme.

2. Le réparateur choisit dix pneus au hasard dans son stock. On suppose que le stock de
pneus est suffisamment important pour assimiler ce choix de dix pneus a un tirage avec
remise de dix pneus.

Quelle est alors la probabilité qu'au plus un des pneus choisis présente un défaut ? On
donnera la valeur arrondie du résultat au milliéme pres.

3. On appelle X la variable aléatoire qui donne le nombre de kilométres parcourus par un
pneu, sans crevaison. On fait I'hypothése que X suit la loi exponentielle de paramétre A.
On rappelle que, pour tout nombre réel positif & :

k

p(X<k)= .[x.e’“-" dx

0
a. Montrer que :

p(500 < X <1000) = ¢ 200 _ 10004

b. La probabilité que le pneu parcoure entre 500 et 1000 kilométres sans crevaison

. . . RPN \
est égale a e Déterminer la valeur arrondie a 107 pres du parametre A.
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Le corrigé

1.a. L'arbre pondéré traduisant la situation est le suivant :

On choisit un pneu au hasard :

De quel fournisseur vient le pneu ? Le pneu présente-t-il un défaut ?

_1 Sans défaut
0,80
Fournisseur I =<
0,20 .
— Avec défauts
3
_1 Sans défaut
0,95
0,4 Fournisseur 2 <
0,05 :
— Avec défauts
3
_1 Sans défaut
0,85
Fournisseur 3 <
0,15 :
— Avec défauts

< On définit les événements suivants :
F, = «Le pneu vient du fournisseur I» F; = «LLe pneu vient du fournisseur 3»

F, = «Le pneu vient du fournisseur 2» S = «Le pneu ne présente aucun défauty

D'apreés la formule des probabilités totales, nous pouvons écrire :
p(S)=p(F nS)+p(F, nS)+p(F; NS)
=p(F )xp(S sachant F )+ p(F, )xp(S sachant F, )+ p(F; )xp(S sachant Fy)
=0,3x0,8+0,4%x0,95+0,3x0,85 = M

1.b. On veut calculer la probabilité conditionnelle suivante :

p(F, nS) p(F,)xp(S sachant F,) 0,4x0,95
F, sachant S)= = = ~ 0,434
p(F, sachant S) o) o) 0875

2. Les dix pneus forment un schéma de Bernoulli de dix épreuves :

_{ Sans défaut
0,875

Le pneu présente-t-il un défaut ?<_

0,125
— Avec défauts

On appelle N la variable aléatoire comptabilisant le nombre de pneus avec défauts.
La loi de probabilité de N est la loi binomiale de parametres 10 et 0,125.
On souhaite calculer la probabilité :

p(N<1)=p(N=0)+p(N=1)
- (1(?} x0,125" % 0,875'% + (lloj x0,125' x0,875”

~ 0,639

3.a. Une primitive sur R de e ™™ = —(—k).e%'x =—u'xe" ou |u(x)=-rx
u'(x)=-2

Dérivable sur R

est la fonction —e" = —e X

Il vient alors :
p(X €[500;1000]) = p(X € [0;1000]) - p(X € [0;500] )
1000 50.0

Avec les variables
aléatoires continues,

_ [ “hx “dx peu importent les
= Are “dx— | Ae Mdx e
L4 L4
0 0
1000 @ 1000
= re Mdx+ | e M dx = Le M dx
o] 500 500

Merci Chasles !

1000
[_ oM J _ (_ o~ 1x1000 ) _ (_ x50 ) — o500 _ 10001

500

3.b. Comme suggéré par l'indication, résolvons I'équation du second degré d'inconnue t :

t—t2=i o 4t-412=1 o 0=4+>—4t+1

C'est aussi l'identité remarquable (2.t-1)2...
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Calculons le discriminant de cette équation du second degré :
A=(—4) —4x4x1=16-16=0

Comme son discriminant est nul, alors cette équation n'admet qu'une seule solution :

t__ﬂ_i_ﬂ
C 2x4 8 2

Revenons a la question principale. On souhaite déterminer le réel A tel que :

p(SOOSXSIOOO):% o S _gtoom 1

4
2
o oS00 _ 2x(=soon) _ 1 5002 _U ~500% D _1
4 4
o t-t? :% En posant :
{ = o500%
Nous retombons sur notre équation du second degré qui n'a qu'une seule solution.
(500X <1000)=1- & t-=1 o 1=+
4 4 2
o 0r Lo 5002 ln(lj
2 2
ln(2)
= —SOO.k:—ln(Z) &S A= ~0,0014

500
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Spécialité |
| ROC COMME ILS DISENT

Le contexte |

Une question de cours : démontrer que I'ensemble des nombres premiers dans IN compte
une infinité d'éléments

L'énoncé |

On rappelle la définition et le théoréme suivants :
¥ «Un entier naturel supérieur ou égal a 2 est dit premier s'il n'est divisible que

par 1 et lui-méme»

¥ «Tout entier naturel supérieur ou égal a 2 est divisible par (au moins) un
nombre premier.»
En utilisant ces deux énoncés, démontrer qu'il existe une infinité de nombres premiers
dans IN.

Le corrigé

Procédons par l'absurde et supposons que I'ensemble des entiers naturels IN ne contienne
qu'un nombre fini d'entiers premiers. Disons qu'il en a n et nous les noterons py, p,,..., p, .
On appelle alors K l'entier naturel défini par :

Le produit des
n entiers premiers

1
K=p xpyx..xp, +1
Cet entier K est clairement plus grand que les n entiers naturels premiers py, py,..., p,, -

Par conséquent, il ne peut étre I'un d'entre eux et ne peut pas étre premier.
En application du second énoncé, K est donc divisible par (au moins) un entier premier.
Nous noterons p; ce diviseur premier.

Or, le facteur p; divise aussi et de facto le produit des premiers p; x...x p; X...x p,,.
En divisant ses deux termes, l'entier p; divise la différence K — p;x py x...xp, =1|.
Or, le seul diviseur de 1 dans IN est...1. Nous en déduisons donc :

pi =1l
Cela dit, p; étant un entier premier, il est strictement plus grand que 1. BEUG !

Conclusion : la supposition faite était erronée. IN contient un nombre infini d'entiers
premiers.

| ROC COMME ILS DISENT ENCORE

Le contexte

Encore une question de cours et des plus classiques ! Etablir le théoréme de Gauss a partir
de celui de l'identité de Bezout.

L'énoncé

a) Rappeler les énoncés suivants :
1. La définition de deux entiers relatifs a et b premiers entre eux.
2. Le théoréme de l'identité de Bezout.
3. Le théoréme de Gauss.

b) Démontrer le théoréme de Gauss en utilisant le théoréme de 1'identité de Bezout.

Le corrigé

a) D'apres le cours :
1. Deux entiers relatifs a et b sont premiers entre eux lorsque et seulement lorsque
leur plus grand diviseur commun est 1.
2. Le théoréme de l'identité de Bezout prescrit que si on appelle  le PGCD de deux
entiers relatifs a et b, alors il existe deux autres entiers relatifs u et v tels que :
axu+bxv=>5
3. Le théoréme de Gauss énoncé que pour trois entiers relatifs quelconques a, b et ¢ :

a divise le produit bx ¢ L
alors a divise l'autre facteur ¢

a est premier avec le facteur b

b) Soient a, b et ¢ sont trois entiers tels que |a divise le produit bx ¢
a est premier avec le facteur b

Comme « et b sont premiers entre deux, alors leur PGCD est égal a 1 et en application du
théoréme de 1'identité de Bezout, il existe deux entiers u et v tels que :
axu+bxv=1

Multiplions cette égalité par c. Il vient alors :

axcxu+ bxc xv=c

1] I

Divisible
para

Comme a divise le produit bxc, alors il divise de facto son multiple bxcxv .
Comme « divise aussi le produit axcxu , alors il divise la somme axcxu+bxcxv=c
Conclusion : I'entier a divise c.
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| DEUX EQUATIONS DIOPHANTIENNES

Le contexte

Voici un grand classique du genre spécialité : la résolution d'équations diophantiennes.

L'énoncé

Résoudre dans ZxZ les deux équations diophantiennes suivantes d'inconnues les entiers
relatifs x et y.

14x-7y=4 § 11x-5y=1

Le corrigé

2 Résolvons dans ZxZ |'équation diophantienne :

14x-T7.y=4
Pour tous entiers relatifs x et y, 7 est un diviseur commun des produits 14.x et 7.y .
Donc 7 est de facto un diviseur de leur différence 14.x—7.y .
Comme 7 ne divise pas 4, alors il ne peut pas exister de couples d'entiers relatifs (x; y)
vérifiant 1'égalité :

14x-7.y=4
Conclusion : la premiére équation diophantienne n'a pas de solution.

2 Résolvons dans ZxZ 1'équation diophantienne :
I1x-5y=1
Premiere chose a faire : trouver une solution particuliére.
Le couple (1;2) est une solution particuliére de cette équation. En effet :

11x1-5x2=11-10=1|

Ensuite, de quelle forme sont les solutions de cette équation ?

Soit (u;v) un couple d'entiers relatifs solution de notre éqution diophantienne. Il vient :
Ilxu-5xv=1=11x1-5x2 < llx(u—l) =5><(v—2)

Nous déduisons de cette derniére égalité que 11 divise le produit 5x (v— 2) .

Mais, comme 11 est premier avec 5, alors, en application du théoréme de Gauss, il divise
nécessairement le second facteur v—2.
Donc il existe un entier relatif A tel que :

v=2=11xA < v=2+11xA

11 vient alors pour l'autre entier u :
llx(u—l) :5><(v—2) P J/fx(u—l) :5><,1/f><x & u=1+5xA
Ainsi toutes les solutions de I'équation diophantienne sont de la forme (1 +5xA;24+11x k)

ou A est un entier relatif.

Enfin, se pose la question de la réciproque : tous les couples d'entiers (1 +5xA;2+11x k)

sont-ils des solutions de I'équation diophantienne. Vérifions !
1x(1+5xA)=5x(2+11xA) =11+ 55%A - 55%4 -10=1]

La réponse est oui !

Conclusion : les solutions de la seconde équation diophantienne sont les couples d'entiers
relatifs de la forme (1+5x2;2+11x2) ou A est un entier relatif.
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| LE DEBUT DU RATTRAPAGE CONGRU A SON CARRE

Le contexte | | Le contexte |
Cet exercice de congruence est le début de I'exercice de spécialité donnée en France en Voici un exercice issu de mon petit cerveau mais certainement pas si original que cela.
septembre 2009. Il n'est pas trés difficile et d'une facture assez classique. Il meéle congruence et théoréme de Gauss.
L'énoncé | | L'énoncé |
Les trois questions de cette partie sont le début de I'exercice de spécialité donné en Dans cette partie, nous allons nous intéresser a la résolution dans Z des équations de la
septembre dernier. forme :

a. Déterminer le reste de la division euclidienne de 2009 par 11. 2

n“ =n modulo p

, . . ... 10
b. Déterminer le reste de la division euclidienne de 2™ par 11 ou 7 est I'inconnue et p un entier naturel fixé qui est supérieur ou égal a 2.

c. Déterminer le reste de la division euclidienne de 22°% +2009 par 11. a. Déterminer les entiers naturels compris entre 0 et 11 solutions de I'équation :

n* =n modulo 12

En déduire les solutions de cette équation dans Z.
0<,.<11 b. Un corollaire du théoréme de Gauss énonce :
a) Comme 2009 = 18211+ . alors le reste de la division euclidienne de 2009 «Si un nombre premier divise un produit, alors il divise nécessairement 1'un de
ses facteursy.
Démontrer que si p est premier, alors nous avons I'équivalence :

n’=n modulop < n=0 modulop ou n=1 modulop

Le corrigé

modulo 11 est égal & 7. En termes de congruence, cela s'écrit :
2009 =7 modulo 11|

Note : on établira séparément chaque implication ou l'on pourra utiliser le
théoreme de Gauss.

En déduire, lorsque p est premier, les solutions dans Z de 1'équation

Comme 20 =93x11+ , alors le recte de la division euclidinne de 210 modulo 11 2
n“=n modulo p

b) Les mordus d'informatique savent que 210 est égal a 1024.
0<...<I1
—

est égal a 1. En termes de congruence, cela se traduit par :
2'% =1 modulo 11|

Le corrigé |

. . . a) Examinons les carrés modulo 12 des douze premiers entiers :
¢) Utilisons ce qui précéde ! Modulo 11, nous pouvons écrire :

200 2 _ 2 _ 2 _
22009 _ 5200x10+9 _ 5200x10  »9 E(210) %29 =1200 4 59 — 9% odulo 11 0° =0 mod 12 1“ =1 mod 12 2°=4 mod 12
. _ ol ( : 2 L4512 Eral 32 =9 mod 12 42 =16=4 mod 12 52=25=1 mod 12
es passionnés de la puce (toujours eux) savent que est égal a . Etalors :
0e <11 6> =36=0 mod 12 72 =49=1 mod 12 82 =64=4 mod 12
oS
Comme 2° =512=46x11+ |6] alors 2°=6 modulo 11| 92 =81=9 mod 12 10> =100=4 mod 12 112 =121=1 mod 12

Finalement, nous en concluons que modulo 11 : . . . . . .
’ d Conclusion : les entiers compris entre 0 et 11 solutions de 1'équation

2009 — 12 =
2 +2009=6+7=13=2 modulo 11 22 =n modulo 12

sont 0; 1 et 4.
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b) Démontrer une équivalence, c'est établir une double implication.

(=) : Soit n un entier naturel solution de 1'équation n?>=n modulo p.-

L'entier naturel p divise alors la différence n? —n=nx (n - 1) .

Comme le diviseur p est premier, alors, en application de la variante du théoréme de Gauss
citée par I'énoncé, soit p divise le premier facteur #, soit p divise le second facteur n—1.
Autrement dit :

2 Soit p divisen—0 < n=0 modulop

n“=n modulop = ) L
Soit p divisen—1 < n=1 modulop

La premiére implication est établie !

(<) : Laréciproque sera plus facile a établir ! En effet :

Si n=0 modulop alors n? =02 =0 modulo p donc n> =n modulo p

Si n=1 modulop alors n?=1%=1 modulop donc n’=n modulo p

Conclusion : si p est un entier naturel premier, nous avons bien 1'équivalence :

n’=n modulop < n=0 modulop ou n=1 modulop

2

Par conséquent, les solutions entiéres de I'équation n° =n modulo p sont les entiers

naturels de la forme Axp et Axp+1 ouA estun entier relatif quelconque.

I;EO( [)I) nEl( p)

Le pourquoi du corollaire du théoréme de Gauss!
Le théoréme de Gauss que nous connaissons tous s'énonce ainsi :

a divise le produit bx ¢ L
. alors a divise l'autre facteur ¢
a est premier avec le facteur b

ou a, b et c sont trois entiers naturels quelconques.

Intéressons-nous au cas ou l'entier a soit premier. Cela signifie qu'il n'admet pour diviseurs
que 1 et lui-méme.

Question : si l'entier a ne divise pas le facteur b, peut-on dire qu'il est premier avec lui ?
Pour le savoir, il suffit de connaitre le PGCD de a et b.

PGCD comme Plus Grand Diviseur Commun.

L'entier a qui est premier n'a que deux diviseurs : 1 et lui-méme !

Comme a ne divise pas b, alors le seul diviseur commun a a et b ne peut étre que 1.
Comme leur unique plus grand diviseur commun est €gal a 1, alors les entiers a et b sont
premiers entre eux.

Le théoreme de Gauss s'applique alors et a divise nécessairement l'autre facteur c.

D'ou la variante !
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L'INSOUTENABLE QUESTION QUI FAIT

BOUILLIR LE CERVEAU

Le contexte

Un petit exercice de congruence reposant sur une astuce que I'on voit ou pas !

L'énoncé

L'entier naturel n vérifie les deux égalités de congruence suivantes :

n=3 modulo 5 ! n? =2 modulo 7

Déterminer le reste de la division euclidienne de 7’ par 35. On justifiera sa réponse.

Le corrigé

D'abord, comme 7 =3 modulo 5 alors n?=3%=9 modulo 5.

Donc 5 divise la différence n> 9.
Ensuite, modulo 7, nous avons :

n*=2=9 modulo 7
Donc 7 divise aussi la différence n* -9 .
Nous sommes en position d'appliquer une variante du théoréme de Gauss :
5 divise n*> -9
Comme |7 divise n> —9 alors le produit 7x5 =35 divise n?-9

5 et 7 sont premiers entre eux

Nous déduisons la congruence :
n> =9 modulo 35‘

La preuve de cette variante du théoreme de Gauss
La variante du théoréme de Gauss que nous appliquons peut s'énoncer ainsi :

a et b divisent le produit ¢ ; ..
Si . alors le produit ax b divise ¢
a et b sont premiers entre eux

Comme « et b divisent ¢, alors il existe deux entiers A et p tels que ¢ =Axa =uxb

Ensuite, comme a et b sont premiers entre eux, alors, d'apres le théoréme de l'identité de
Bezout, il existe deux entiers u et v tels que :

axu+bxv=1 = axuxc+bxvxc=c = axbx(uxp+axi)=c

Donc le produit axb divise c.
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| ARITHMETIQUE CALEDONNIENNE

Le contexte

Le corrigé

Cet exercice est celui donné en spécialité¢ en Nouvelle-Calédonie en novembre 2009.

L'énoncé

Les questions 1 et 2 sont indépendantes.

Soit # un entier naturel non nul.

1. On considére 1'équation notée (E) :
3xx+T7xy =10>"
ou x et y désignent deux entiers relatifs.

a. Déterminer un couple (u;v) d'entiers relatifs tels que 3.u+7.v=1.

b. Déterminer I'ensemble des couples d'entiers relatifs (x; y) solutions de (E).

2. On considére I'équation notée (G) :
3xx? +7xy? =10%"

En déduire une solution particulicére (xo; yO) de I'équation (E).

ol x et y sont deux entiers relatifs.

a.

C.

Montrer que 100=2 modulo 7
Démontrer que si (x;) est solution de I'équation (G), alors

3.x% =2" modulo 7

b. Reproduire et compléter le tableau suivant :

Reste de la division
euclidienne de x par 7

0

1

Reste de la division

euclidienne de 3x x? par 7

Démontrer que 2" est congru a 1, 2 ou 4 modulo 7.
En déduire que l'équation (G) n'admet pas de solution.

u =5 marchent.
y=-2

1.a. Aprés quelques instants de réflexions, on remarque que les entiers

En effet :
3x5+7x(-2)=15-14=1

Si on multiplie cette derniére égalité par 102" , il vient alors :

365+ 7x(-2)=1 10", 3x(5x10%7 )+ 7x(-2x102" ) = 107"

X0 Yo

Conclusion : une solution particuliére de I'équation (E) est le couple (5 x10%" ;=2 X 102" )

1.b. Cette équation (E) est diophantienne. Un bonheur a résoudre !

Premiére phase : de quelle forme sont les solutions de 1'équation diophantienne (E) ?
Soit (u;v) un couple d'entiers relatifs solution de (E). 1l vérifie 1'égalité :

Ixu+Txv=10>" :3><(5><102‘")+7><(—2><102‘")

D'apres 1.a
3><(u—5><102'"): 7><(—v—2><102'")

D'apres cette derniére égalité, 7 divise le produit 3 x (u —5x 102'”) .

Or, 7 est premier avec le premier facteur 3.

D'apres le théoréme de Gauss, 7 divise nécessairement le second facteur u —5x 102" .
Dongc il existe un entier relatif & tel que :

u—5x10*" =Txk < u=5x10*"+7xA

11 vient alors pour l'autre inconnue v :
3><(u—5><102'")=7><(—v—2><102‘") o 3xT xk :/x(—v—leOz‘")
& 3xk=-v-2x10>"
& v=-2x10*"-3xk
Ainsi, toutes les solutions de (E) sont de la forme (5>< 102" +7x k;—2x10%" —3x k) ouk

est un entier relatif quelconque.
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Seconde phase : réciproquement, tout couple (5 x 102" +7x k;—2x% 102" —3x k) est-il

solution de (E) ?
Pour tout entier relatif £, nous pouvons écrire :

3><(5><102'n +7xk)+7x(—2x102-”—2xk):15x102-”+M—14x102-" —2uxk

=10" x(15-14) =10*" x1 =10*"
Donc, c'est bien le cas !

Conclusion : les solutions de 1'équation diophantienne (E):3xx+7xy = 10%" sont les

couples d'entiers de la forme (5 x10%" +7 k2% 10" —3x k) ou k est un entier relatif.

2.a. Comme (100 =14x7+2, alors le reste de la division euclidienne de 100 par 7 est 2.
0<2<7

Nous en déduisons :

100 =2 modulo 7

Et par conséquent, modulo 7, il vient :

10 =(10?)" =(100)" =2" modulo 7

2 Si le couple d'entiers relatifs (x; y) est solution de I'équation (G), alors il vérifie :
3xx? +7xy% =10%"
Modulo 7, cette égalité devient :
Ixx? +7xy2 =10>" o 3xx?+0xy?=2" o 3xx?=2"

Car 7 et 10>” sont respectivement congrus a 0 et 2" modulo 7

2.b. Modulo 7, un entier relatif x ne peut étre congruqu'a0;1;2;3;4 ;5 oubien 6.
x=0 modulo7 = 3.x%=3x0?=0 modulo 7

x =1 modulo 7 3.x2 =3x12 =3 modulo 7

x =2 modulo 7 3x2=3x22=12=7+5=5 modulo 7

x =3 modulo 7 302 =3x32=3x9=27=3x7+6=6 modulo 7
x =4 modulo 7 3% =3x4% =3x16=48=6x7+6=6 modulo 7

x=5 modulo 7 302 =3x52 =3x25=75=10x7+5=5 modulo 7

L

x=6 modulo 7 302 =3x6% =3x36=108=15x7+3=3 modulo 7

2.c. Voyons ce que donnent les premiéres puissances de 2 modulo 7.
n=1 = 2'=2 modulo 7 n=2 = 2%=4 modulo7
n=3 = 2°=8=1 modulo 7 n=4 = 2%=16=2 modulo 7

n=5 = 2°=32=4 modulo 7

Modulo 7, les puissances 2" semblent suivre toujours le méme cycle : 1, puis 2, puis 4.

Montrons que pour tout entier positif #, la puissance 2" est congru modulo 7 soit a 1, soit
a2 ou bien soit a 4.

Pour ce faire, on appelle g et r les quotient et reste de la division euclidienne de # par 3.
Ces deux entiers naturels vérifient les deux conditions :

n=3xq+r et 0<r<3
Modulo 7, nous pouvons alors écrire :
2" =23 224 x2" = (2] x2" = (1) x2" =1x2" 22" modulo 7
A partir de 13, seuls trois cas sont possibles suivant la valeur du reste 7 :
Si r=0 alors 2"=2°=1 modulo 7
Si r=1 alors 2"=2'=2 modulo 7

Si r=2 alors 2"=2%=4 modulo 7
Conclusion : modulo 7, la puissance 2" ne peut étre congrue qu'a 1 ; 2 ou 4.

2 Résumons ce que nous ont appris les questions précédentes :

D'abord, la question 2.b nous a appris que quelque soit I'entier relatif x, le produit 3.x° ne
peut étre congru modulo 7 qu'a0;3 ;5 ou6.

Ensuite, quelque soit I'entier naturel 7, la puissance 2" ne peut étre congrue modulo 7 qu'a
1;2o0u4.
Donc il n'existe pas d'entier relatif x et d'entier naturel n pour lesquels :

3.x% =2" modulo 7

Or, la question 2.a nous a montré que si un couple (x; y) était solution de I'équation (G),
alors les entiers x et n vérifiaient la relation de congruence :
3.x%=2" modulo 7.

Cette dernicre équation n'ayant pas de solution, il en va alors de méme pour (G).
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| LES SIMILITUDES...A L'EPREUVE

Le contexte

Un exercice original et assez complet sur les similitudes ou elles sont abordées a la fois

sous l'angle géoémétrique et sous I'angle complexe. Assez difficile a faire sans calculatrice.

L'énoncé

Sur la figure ci-contre, le plan est muni d'un repére orthonormé direct (O; —,\7) .

Les points A, B et C ont pour affixes :

Zp =2+i 7 =3-3i ze =—3+4i

a) On appelle f'la similitude directe de centre A par laquelle B a pour image C.
On appelle I le milieu du segment [AC] et on note D I'antécédent de B par la similitude

directe f.
1.

2.

w

Sans utiliser le résultat de la question a.3 c'est-a-dire I'expression complexe de f,
donner le rapport et un angle de la similitude directe f.

Sans utiliser les nombres complexes, démontrer que le triangle AID est isocele et
rectangle en A.

Déterminer 1'expression complexe de la similitude directe f.

Déterminer les affixes des points I et D.

N . Z1—Z ,
Simplifier le quotient LA Que confirme ce résultat ?
ZD T ZA

On appelle r la rotation de centre A et d'angle —% .

Démontrer que la composée h=ro f estune homothétie dont on précisa le
rapport et le centre.

b) On appelle g la similitude indirecte par laquelle A est invariant et le point B a pour

image C.

On appelle E I'antécédent du point B par la similitude indirecte g.

1.

Nk W

Déterminer le rapport de la similitude indirecte g.

Démontrer que la similitude indirecte g n'a aucun autre point fixe en dehors de A.

Démontrer que le point E appartient a la droite (AC).
Déterminer l'expression complexe de la similitude indirecte g.
Calculer I'affixe du point E.

O
A4

O
A4

O
A

Le corrigé

a.1) D'abord, comme la similitude directe f'a (au moins) un point fixe en la personne de A,
alors ce n'est pas une translation (aucun point fixe) et fest parfaitement définie par son
centre (le point A), son rapport et un de ses angles (qui différent d'un multiple de 2m).
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Pour connaitre ces deux derniers, simplifions le quotient complexe :
Zo—Zp (—3+4i)—(2+i) B —5+3i
zg—zp  (3-30)-(2+i) 1-4i

(=5+3i)x(1+4) -5-20i+3i-12 V7 -VIi . .
1-(-16) M ===

T —(4i) )

Comme les points A et B ont pour images respectives A et C par la similitude directe f,

alors :
ZCTEN | —|et—i| = (1) +(-1)? =141 =42
A

g~z

AC
v Rapport(f):ﬁz

v Angle(f)=(A—B,A—C) =arg[ZC _le‘]zarg(—l—i)z—gy—rE modulo 21
g —ZA 4

ﬁ:Rapport(f):\/E = ABZ\/EXAD

{f (A)=A
a.2) Comme alors o 3
f(D)=B (AD.AB) = Angle(f) =—=F

Comme I est le milieu du segment [AC], il vient alors :

= AI=%XAC=%X 2 X AB =< x V2 x V2 x AD = AD

2

Donc le triangle AID est isocele en A.
~ (AB.Al)-(aB.AC)

~ (AD.AB) + (AB.AC) = -3+ 25 |~ -5 - % moduto 2

L ]
Merci Chasles !

Donc le triangle AID est rectangle direct en A.
Conclusion : le triangle AID est isocéle, rectangle direct en A.

a.3) La similitude directe f'a une expression complexe de forme affine, c'est-a-dire telle
que :
z' = f(z)=a><z+b
Les coefficients complexes a et b déterminent enti¢rement la similitude directe f.
A)=A
Comme f( )
f(B)=C
Zp =axzp +b (1) 2+i:a><(2+i)+b 1)
f=—4
zo=axzg+b (2) “3+4i=ax(3-3i)+b (2

alors les affixes de ces points vérifient le systéme linéaire :

Pour obtenir a, nous allons soustraire 1'équation (1) a 1'équation (2). Il vient alors :
Ze —Zp =(a><zB +b)—(a><zA +b) & Zo—Zp =aAXZg—aXZp

Inutile de refaire des choses déja i;@ a= EC _EA =-1-i
faites lors de la question a.1. B ™A
Pour obtenir le coefficient b, nous allons remplacer a par sa valeur dans 1'équation (7).
2+1i =(—1—i)x(2+i)+b & 2+i=-2-i-2i+1+b
& 2+i=-1-3i+b < b=3+4i
Conclusion : I'écriture complexe de la similitude directe fest :
7= f(z)= (—1—i)xz+3+4i\

a.4) Comme le point I est le milieu du segment [AC], alors son affixe est donnée par :
zp +ze  (2+0)+(-3+4i) —1+51 1 5,
zr = = = =——+

2 2 - 277!

2 Comme D est I'antécédent de B par la similitude directe f, alors son affixe est la
solution de 1'équation :

zZg = f(zD) & 3-3i= (—1—i)><zD +3+4i & (—l—i)xzD =-Ti
—7i  Tix(=1+i)  7iv7 7 7

—(-1) 22"

i (—1)2—i2

Zp

a.5) Simplifions le quotient complexe :

1 5 5
15 oany : o
Z] =7 _( 2+2lj ( H)_ Z+Zl_—5+3i_’XN i
. - = -

_ - - 5 . . .
z-za (7,7, C2ei) Sl 345 3¥Si
272 Z2
Nous retrouvons bien alors :

Al . .
D = |1| =1 donc le triangle AID est isoc¢le en A.

= (Xﬁ,ﬁ) = arg(i ) =§ donc le triangle AID est rectangle (direct) en A.

. S . i
a.6) La rotation r est aussi la similitude directe de centre A, de rapport 1 et d'angle T

En tant que composée des deux similitudes directes fet r, la similitude 4 est directe.
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Déterminons 'image du point A par A.
h(A)=rof(A)= r(f(A))=r(A)=A

Car A est sa propre image par
les similitudes directes f* et r.

Comme la similitude directe & a (au moins) un point fixe, alors ce n'est pas une translation.

Elle est donc définie par un centre qui est nécessairement son point fixe A, un rapport et
un angle. Déterminons ces deux derniéres caractéristiques :

\ 4 Rapport(h) = Rapport(rof) = Rapport(r)xRapport(f) =1x~/2 =2
L 4 Angle(h) =Al’lgle(rof):Angle(r).}-Angle(f):_E_?)_n:_ﬁ:

4 4 A

Conclusion : & est I'homothétie de centre A et de rapport 2.

—-T

b.1) Comme les images respectives des points A et B par la similitude g sont A et C, alors
le rapport de cette derniére est donné par :

AC
Rapport(g) = E = @

b.2) Si la similitude indirecte g avait un autre point fixe en dehors de A, alors, en
application d'un théoréme du cours, ce serait soit une réflexion, soit I'application identique
du plan. Dans les deux cas, g serait une isométrie, c'est-a-dire une similitude rapport 1.

Or le rapport de g est égal a V2.

Conclusion : g n'a qu'un seul point fixe : il s'agit de A.

b.3) La similitude indirecte g inverse 'orientation des angles. Ainsi :

g(A) =A
Comme g(E)zB alors (E,E)z—(ﬁ,@)z(A—B,E)
g(B) =C I L'angle et son image ont I

des mesures opposées.

Nous en déduisons que les vecteurs AC et AE ont la méme direction et le méme sens.
Conclusion : le point E appartient a la demi-droite [AC).

b.4) La similitude indirecte g a une expression complexe de la forme :
Z'=g(z)=axz+b
Les coefficients complexes a et b déterminent enti¢rement la similitude indirecte g.
A)=A
Comme {g( )

g(B)=C

alors les affixes de ces points vérifient le systeéme linéaire :

{ZA:axa+b m { 2+i=ax(2-i)+b (1)

zc=axzg+b (2) “3+4i=ax(3+3i)+b (2)

Pour obtenir a, soustrayons 1'équation (1) a I'équation (2) :
(-3+4i)—(2+i)=(ax(3+3i)+b)-(ax(2-1)+b) o -5+3i=ax(1+4i)

Nous en déduisons :

a_—5+3i_(—5+3i)X(1—4i)_—5+20i+3i+12_7+23i
4 2o 1=(-16) 17

Pour trouver b, nous allons remplacer a par sa valeur dans I'équation (2).

b=_3+4,'_7+_23’x<3+3i>=_3+4i_21+2111+7169—69
. —48+90i —51+68i+48-90i -3-22i
:_3+4l_ = —

17
Conclusion : une expression de la similitude indirecte g est :

, 7+23i _ 3+22i
Z =g<Z)= 17 Z— 17

Sans machine,
c'est pas simple !

b.5) Comme le point E est I'antécédent de B par la similitude g, alors leurs affixes vérifient

= 7+1723’ .5—3?2’ & 51-51i=(7+23i) 25 —(3+22i

ZB

N — ] Sans machine ?!?

= (7 + 231).ZE =54-29i Le prof est fou !

Nous en déduisons :
. . )

54-29i (54-29i)x(7-23i) 378-1242i-203i —667<=289-1445i 1 5,

————i
7+23i 72— (23i) 49—(-529) 578 2

g =

. 1 5. o .
Conclusion : Comme zg = —5+51 , alors I'antécédent de B par g n'est rien d'autre que 1.

L'autre méthode vraiment plus simple...sans utiliser 1'écriture complexe
La question b.3 nous a appris que le point E appartenait a la demi-droite [AC).
Mais il y a mieux car :

g(A)=A

AB AC AC AC AB
gg‘g = ap ~ap - REpot(e)=V2 = Sp=gpxip=v2xi2=2]
g =

Conclusion : le point E est le milieu I du segment [AC].
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I LES SIMILITUDES ETRANGERES Les points A et B ont pour affixes respectives :

Zp = -2 g = 2i
Le contexte | L'objet de cet exercice est I'étude de la similitude plane indirecte f d'écriture complexe :
Cet exercice est une version modifiée de I'exercice de spécialité donné dans les Centres zZ'=f (z) =i2xZ+2i2-2

Etrangers en juin 2007. Il porte sur les similitudes. et d'en donner deux décompositions.

= =
L'énonce | Partie A - Restitution organisée des connaissances

Sur la figure ci-dessous, le plan complexe est rapporté a un repére orthonormé direct On rappelle que I'écriture complexe d'une similitude plane directe ¢ autre qu'une
(O;4,V) ol une unité graphique vaut deux centimétres. translation est de la forme :
Z=¢(z)=axz+b
1 1 ! ! ! 57 ou a et b sont deux nombres complexes, a étant différent de 1.
T e S B B o R Ay GRREEEE Déterminer en fonction de a et b 'affixe du centre d'une telle similitude directe @.

Partie B - Premiére décomposition de /
Soit g la similitude plane directe d'écriture complexe :

Z=g(z)=i 2 xz+2iA2-2

1. Préciser les éléments caractéristiques de g : centre C, rapport et angle.

2. Déterminer une réflexion s telle que f =ges.

3. Sans utiliser les nombres complexes mais en utilisant les résultats des questions
précédentes, montrer que la similitude indirecte f admet un unique point fixe.

Partie C - Seconde décomposition de

fffffff 1. En utilisant les nombres complexes et sans utiliser les résultats de la partie B, montrer
que la similitude fadmet au plus un unique point invariant noté Q2 dont on déterminera
l'affixe o.

2. Soit 2 la droite d'équation y=x+2.

Montrer que pour tout point M appartenant & 2 le point M' = f (M) appartient aussi 3 2

Indication : dans un premier temps, on pourra chercher a exprimer les parties réelle et
imaginaire de l'affixe z' = x'+i.y’ de l'image M’ en fonction de celles de l'affixe

z=X+Ii.y dupoint M.
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3. Soit ola réflexion d'axe 2 et h la transformation définie par :
h=foo
a. Donner une écriture complexe de o
b. En déduire qu'une écriture complexe de 5 est :

Z'=h(z)=\/§xz+2.\/§—2

¢. Donner la nature de la transformation 4 et préciser ses éléments caractéristiques.

4. Déduire de ce qui précede une écriture de la similitude indirecte f comme composée
d'une réflexion et d'une homothétie.

Le corrigé

Partie A - Restitution organisée des connaissances

Lorsqu'une similitude directe n'est pas une translation, elle n'a qu'un seul point fixe qui est
son centre.
Un point est dit fixe par une transformation s'il est sa propre image par celle-ci. Donc, les
affixes des points fixes de la similitude directe @ sont les solutions de I'équation :
b
=

Possible car a=1

9(z)=z & axz+b=z & b=z-axz < b=zx(l-a) & z=

Conclusion : I'affixe du centre de la similitude directe ¢ est

1-a

Partie B - Premiére décomposition de f

1. Comme le coefficient directeur iv/2 de la similitude directe g est différent de 1, alors
celle-ci n'est pas une translation. Par conséquent, elle est entiérement définie par :
Son centre C dont 'affixe est donnée par :

ZC = X = 5
1—1\/5 12—(1\/5)
_M+2'(l‘\/§)2_2_/2’.&/_—4—2_—6_ B
- 1-(=2) BT p—2
Donc le centre de la similitude g est le point A.

Son rapport qui est le module du coefficient directeur iN2 .

Rapport(g) = ‘1\5‘ =2|

Un de ses angles qui est un argument du coefficient directeur iN2 .

Angle(g) = arg(i\/z) =§ modulo 27

2. La réflexion s d'axe (O,ﬁ ) a pour expression complexe :
z'=s(z)=2
11 vient alors que pour tout nombre complexe z :
gos(2)=g(s(z))=iV2xs(2)+2iN2 -2 =iV2xZ +2iN2-2= f (2)|
Conclusion : la similitude fest la composée de la symétrie s d'axe celui des réels, suivie de
la similitude directe g.

3. La premiére chose a dire, c'est que la similitude indirecte fn'est pas une isométrie car
son rapport est différent de 1. En effet, le rapport de f est égale a V2= ‘1\5 ‘ .

Ensuite, le point A d'affixe z, =—2 appartenant a I'axe des réels, il est invariant par la

symeétrie axiale s.
Comme il l'est aussi par la similitude directe g, alors il I'est par leur composée f.
Ainsi la similitude indirecte f'a au moins un point fixe qui est A.

Une question se pose désormais : peut-elle en avoir plus ?

Si la similitude f admettait au moins deux points fixes, alors en vertu d'un théoréme du
cours, elle serait soit une symétrie axiale, soit l'application identique du plan. Dans les
deux cas, f'serait une isométrie, c'est-a-dire une similitude de rapport 1.

Or le rapport de la similitude fest V2 . Donc ce n'est pas possible.

Conclusion : la similitude indirecte f admet un unique point fixe : il s'agit de A.

Partie C - Seconde décomposition de

1. Les affixes des points fixes de la similitude indirecte f'sont solutions de l'équation :
f(2)=2z & i2xZ+2i2-2=2
On appelle alors x et y les parties réelle et imaginaire du complexe z. Nous avons alors :

z=X+1y et Z=X—-1Ly
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Reprenons la résolution de 1'équation :

f(z)zz & iV2 ><(x—i.y)+2i.\/§—2 =x+iy

Deux quantités complexes sont égales...
o i2x+\2y+2i2-2=x+iy

...parties réelles égales...
1

& \/E.y -2=x et
V2y-2=x (1)
Vx+242=y @

Résolvons ce systéme linéaire de deux équations dont les inconnues sont x et y.
L'équation (1) a exprimé x en fonction de y. On remplace alors x par ce qu'il vaut en y
dans I'équation (2).

\/Ex(\/f.y—z)+2.«/§=y = 2.y—}zﬁ+}ﬁ=y < y=0|
Nous en déduisons alors pour l'inconnue x:
x=2x0-2=-2|
Conclusion : la similitude indirecte f admet un unique point fixe Q . Il a pour affixe :

0=-2

...parties imaginaires égales

V2x+242 = y

Autrement dit, il s'agit du point A.
2.O0nappelle z=x+i.y et z'=x"+i.y" les affixes du point M et de son image M’ par

la similitude indirecte f.
Lesréels x, x" ety, y' sont les parties réelles et imaginaires des affixes de ces points.

Comme M’ est I'image de M par la similitude f, alors nous avons 'égalité complexe :
7 =iV2xZ+2i/2 -2
=iN2x(x—iy)+2ix2 -2
X'+iy' = (\/E.y—Z) +ix (ﬁ.x+z.ﬁ)
S —| S — |
Partie réelle de 2 Partie imaginaire de z'

soit x’ soity’

y' =2x+242

Or, si le point M appartient a la droite £ alors ses coordonnées en vérifient 1'équation :
y=x+2 & y-2=x

Nous en déduisons :
x'= \/E.y -2 et

I1 vient alors pour les coordonnées du point M':
x'+2 :\/E.y—Z+Z :\/5.(X+2):\/§.x+2.\/§= y'

Donc le point M" appartient aussi a la droite 2

Une autre méthode...par 1'image d'une droite

Comme toutes ses consoeurs, la similitude f conserve l'alignement et les droites.

Une autre appellation de la droite 2 est (AB). Aussi déterminons les affixes des images
des points A et B par la similitude indirecte f.

f(ZA)zi 2Xa+2i.\/§—2=M+M_2=_2=ZA
f(z5)=iN2xzg +2i2 -2
S0 R, =)

Clest l'affixe d'un point
que nous appellerons B’

Déja vu...

La question qui se pose a présent est : les coordonnées (2\/5 -2; 22 ) du point B’
vérifient-elles 1'équation réduite de la droite 2 ? Nous avons :
xp +2=232-2+2=2J2 =y |
La réponse est oui !
Conclusion : I'image de la droite (AB) =2 par la similitude f est la droite (AB')= 2.

3.a) D'abord, la symétrie axiale o est une similitude indirecte. Par conséquent, son écriture
complexe est de la forme affine-conjuguée :

z'= O'(Z) =axz+b
ou a et b sont deux coefficients complexes qui déterminent entiérement s.
Puis, comme les points A et B appartiennent a la droite £ alors ils sont leurs propres
images par o Il vient alors :

o(A)=A & axzpy+b=z5 < ax(2)+b=-2 & -2a+b=-2 ()

{G(B):B & axzgtb=zy & ax(2i)+b=2i o -2ia+b=2i (2)

Pour trouver le coefficient directeur a, nous soustrayons 1'équation (1) a la (2). Il vient :
(2ia+b)—(-2.a+b)=2i-(-2) < (2-2i)xa=2+2i
Ainsi :
2420 (2420)x(2420) A +divdi-A :&:ﬂ
2-2i 2 (2 4-(-4) R
Repartant de 1'équation (2), nous en déduisons le coefficient b :
b=-2+2xa=2i-2

Conclusion : pour tout nombre complexe z, nous avons :

z':a(z):iXZ—2+2i




Le reste d'une TS...a contresens ! - Le recueil des exos donnés en terminale S par Jérome ONILLON durant la saison 2009-2010 Page 36 sur 39

3.b) Pour tout nombre complexe z, nous pouvons : A l'issue de 'exercice, la figure est la suivante :
h(z)=feo(z)=f(o(z)
=iV2xo(z)+2i2 -2

— : : ‘ Mo A L
=iN2x(ixZ~2+2i)+2iN2 -2 | | | o | |
' ' ' TN ' '
‘ ‘ ‘ IR ‘ ‘

— i2 x(=ixz—2-2i)+2i2 -2 ; : ‘ EEE Y S 2

i i i U ~ i i

2xz-2i2 422+ 2i2 —2=\2xz+22-2] | | S S [ R . SN /.
' ' ' 1 ' N\ d
i i i i N i
1 b M o ‘
3.¢) Vu son écriture complexe, la transformation & est une homothétie de rapport V2. ! =" Y. ! ! \\ !
Son centre étant son unique point fixe, son affixe est I'unique solution de I'équation : a7 ] ] K AN ] A ]
e : : : : ¥ :

h(z)—z o 2xz+22-2=7 & 2xz-z=-22-2 DS SR NSNS S IS S I oo /o N
1 1 o AN N4 v
< MXZ——ZXM = Z——2—Z 1 ! Lot I A
A i i Lo | N N o
: : Ly N N N
' ' ' ' N '
Conclusion : la transformation & est I'homothétie de centre A et de rapport V2. 1 1 . 1 > N v
: : 1 : N \

R R AR A IR R TR bemems
”””” ‘ ‘ ’ : ARG v
Une autre maniére plus fine de voir les choses a propos de 4 : : K 3 3 \\\\ ]
D'abord, comme le point A est invariant par la symétrie o et par la similitude indirecte f; ; ; I ; ; ML M 1
alors il I'est aussi par leur composée h. — 1 1 - 3 A 3 T :
Maintenant, modifions 1'expression complexe de A C,eSt la définition ! ! S ! ! | y
. s d'une homothétie... ‘ : ; : = | 1

pour lui donner une forme plus «homothétique». [ "7 7" | | beeeeeereeeepeeeenieee e L SRREEh R EEEE EEEE L2k IRRREREE L EEEE pob----- j-------

: i 4 : i '

z'=«/§xz+2.\/§—2 = Z'+2=\/5><z+ 2x2 } N K ‘ 3 ‘ f |l ,'1

. — : : p : : 1 -1

= z'—zA=\/5><(z—zA) o AM =2xAM ! ‘ r ‘ ! OV : > Iy

: : : : ‘ g
Donc le point M' est I'image de M par I'nomothétie de centre A et de rapport N2 . Telle | S /| N . L L i

est la nature de A. ; : : 3 : ! - T

| | | | o

4. La symétrie axiale o est une involution. C'est-a-dire qu'elle est sa propre réciproque et } } ] ; ; ol ;

surtout que la composée o oo est égale a l'application identique du plan. 1 )| Mg 1
Ces choses ayant été dites, intéressons a la composée : » ol | s 7 SN NS U N SO IS SO S S S S

_ _ _ Id comme application : 1 | | Lo |

hoo=f oal_n;da feld=f identique du plan : : : 3 ) |

‘ : ‘ ‘ ’ :

Conclusion : la similitude indirecte f'est la composée de la réflexion o d'axe 2 suivie de ‘ : ‘ ‘ e |

‘ : ‘ ‘ - :

I'homothétie & de centre A et de rapport V2. ! ! ! ! S 3
M- il TRk R Rt e P 2 e frees




Le reste d'une TS...a contresens ! - Le recueil des exos donnés en terminale S par Jérome ONILLON durant la saison 2009-2010 Page 37 sur 39

I LES SECTIONS ‘A LYEPREUVE DE L'ESPACE b) Déterminer l'intersection A de la surface Set du plan (xOy) . On en tracera une esquisse

dans un repére bien choisi.

Le contexte |

.. .. . . . . c¢) Déterminer l'intersection @ de la surface § et du plan ® d'équation y =5. On en tracera
Voici un exercice issu de mon cerveau diabolique sur les sections planes de l'espace qui ) S plan R deq M

disparaitront bient6t du programme de spécialité, alors qu'il s'agissait de la partie la plus
facile et qui se prétait le plus a l'illustration informatique. Allez comprendre...

une esquisse dans un repére bien choisi.

d) Soit A un réel quelconque. On note P, le plan parallele au plan ( yOz) passant par le

L'énoncé | point I, (1;0;0).
L'espace intersidéral est muni d'un repére orthonormé direct (O; i ]I; ) . 1. Déterminer l'intersection I' de la surface §et du plan ( yOz) .
On appelle § la surface d'équation : 2. Déterminer l'intersection I'; de la surface Set duplan A .
x.(y2 1724 1) —4 3. De maniére générale, pour tout réel A, déterminer l'intersection I'; de la surface

. i . . . .. , S etduplan P .
Une partie de cette surface a été représentée en perspective centrale (vision réelle) sur le P A

graphique ci-dessous : . . . )
e) Parmi les droites et les plans suivants, entourez ceux qui sont des axes ou des plans de

symétrie de la surface §. Aucune justification n'est demandée.

Z
) L'axe des abscisses (Ox) | L'axe des ordonnées (Oy) | L'axe des cotes (Oz)
’( Le plan (xOy) : Le plan (xOz) \ Le plan (yOz)
i ’ f) Dans cette question, A est un réel de l'intervalle [1;4] .
7 On appelle A(k) l'aire de la surface délimitée par la courbe I .
/ / — ] On rappelle que I'; est l'intersection de la surface § et du plan P, .
4\7\ T 1. Vérifier que A(K):%—n.
J ( — 4
2. Calculer l'intégrale V = IA(K).dK
y

1
3. Que représente la valeur de cette intégrale V ?

a) Démontrer que I'axe (Ox) est un axe de révolution de la surface .
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Le corrigé

a) Démontrons que (Ox) est un axe de

Plan
d'équation

révolution de la surface .

Soit A (a;b;c) un point de la surface S.
Ses coordonnées sont liées par 1'égalité :
a.(b2 +¢? +l) =4

On appelle alors C le cercle d'axe (Ox)

passant par A.
C est le cercle du plan d'équation x =a , de

centre Q(a;O; 0) et de rayon :

QA =J(a—a)? +(b—0) +(c—0)?

=vb2 +c?
Nous allons prouver que tout point M(x; y;z) de ce cercle C appartient a la surface .

Comme le point M appartient au cercle Calors ses coordonnées vérifient le systeme :

Le cercle ¢ est

Xx=a
y? + 2% = rayon® l'intersection d'un plan

vertical et d'un cvlindre.

11 vient alors :

Car A appartienta §
1

xx(y2+zz+1)=a><(ray0n2+l)=ax(b2+02+1)=4

Donc tout point du cercle Cest inclus dans la surface .
Conclusion : (Ox) est un axe de révolution de la surface .

¢) Un repére du plan ® est (O';f,/Z) ot le point O’ a

pour coordonnées (0;5;0). z

Nous allons évoluer dans ce dernier repére. /
M(x;5z)ed < x.(s2 +52 +1) —4

On peut diviser
par z2+26 qui
est non nul.

o x.(25+z2 +1)=4

4 o'
& X = 5
z°+26

Cette courbe @ qui est tracée ci-contre ressemble
beaucoup a la précédente...en beaucoup plus aplatie !

d.1) Une équation du plan (yOz) est x =0 et 'un de ses repére est (O;],l;) )
Nous allons ceuvrer dans ce dernier.

M(O;y,z)eFo = 0><(y2+22+1):4 & 0=4 %pl?sssgﬁep!

Conclusion : I'intersection I'jy est I'ensemble vide.

d.2) Un repere du plan P est (Ql;],l;) ou le point €; a pour coordonnées (1;0;0).
Nous allons travailler dans ce repére :
M(l;y,z)eF1 = 1><(y2 +72 +l) =4 < y2 +22+1=4

Tout cela se passe
dans le plan
d'équation x=1

o Y4223 o OM?=3 o QM=.3

< M appartient au cercle du plan P;, de centre Q; et de rayon NE) ‘

b) Une des équations du plan (xOy) estz=0.[ o, peut .V\\
Un des repéres de ce plan est (O;?,]) . d;/‘;’iir ; j.r \
5 5 est non N\

M(x;y;O)eA = x.(y +0 +1)=4 nul. A
4
= x(y2+1)—4 & X=— o)
y©+1

/
Conclusion : l'intersection A est la courbe représentant la /

fonction f(t)= ...dans un certain sens. I

t2 +1

d.3) Le cas de l'intersection avec le plan Py =(yOz) ayant déja été traité lors de la

question d.1, nous supposerons dans cette question que A est un réel non nul.

Un repére du plan P est (Qk;],lg) ou le point Q, a pour coordonnées (k; 0;0).
Nous allons évoluer dans ce repére :

M(?\.;y,z)el";b S ?\.x(y2+zz+1)=4 PN y2+22+1=%

4
A

4 4-)\
y2+22=——1 & y2+22=— QkMzz
Tout cela se passe N

dans le plan

d'équation x=2
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. e . -
A partir de 1a, tout dépend de la positivité ou nullité du second membre
Le tableau de signe de 2 o 0 4 oo
cette fraction est celui ;
ci-contre = b4 + + 0 _
A - 0 + +
La
! : _ + _
' fraction | 0

Au vu de ce tableau de signe, deux cas doivent étre envisagés :

» Sile réel A appartient a l'intervalle ]0;4] , alors la quantité est positive ou

nulle. Donc elle admet une racine. L'équivalence devient alors :

M(k;y,z)el}L = QxMzz% o QM= /4;_7¥

Conclusion : I'ensemble I'; est alors le cercle du plan P, , de centre Q) (k;O;O)

4-)
et de rayon >

» Sile réel A appartient a 'ensemble ]—oo;O] ) ]4;+oo[ , alors la quantité 4- est

toujours négative et ne peut donc avoir de racine (réelle).
Conclusion : I'ensemble I'; est alors I'ensemble vide.
e) Soit M(x; y; z) un point de la surface §. Ses coordonnées vérifient donc I'égalité :
x.(y2 +27 +l) =4

Son symétrique M’ par rapport ...
¥ ..alaxe (Ox) apour coordonnées (x;—y;—z).

Comme x><((—y)2 +(—Z)2 +1) = x><(y2 +7° +1) =4

alors les coordonnées de M' vérifient 1'équation de §.
Conclusion : 'axe (Ox) est un axe de symétrie de la surface §.

¥ ..alaxe (Oy) apour coordonnées (—x;y;—z).
Comme (—x)x(y2 +(—z)2 +1) = —xx(y2 +2° +1) =—4/,alors M' ¢ §.

Conclusion : I'axe (Oy) n'est pas un axe de symétrie de la surface .

¥ _.alaxe (Oz) apour coordonnées (—x;—y;z).
Comme (—x)x ((—y)2 +7° +1) = —x><(y2 +72 4 l) =—4/,alors M'¢ §.
Conclusion : I'axe (Oz) n'est pas un axe de symétrie de la surface S.

¥ _.auplan (xOy) a pour coordonnées (x;y;—z).
Comme xx(y2 +(—z)2 +1) = xx(y2 +2° +1) =4/, alors M'e §.
Conclusion : le plan (xOy) est un plan de symétrie de la surface .

¥ _.auplan (xOz) a pour coordonnées (x;—y;z).
Comme Xx((—y)2 +2° +1) = xx(y2 +7° +1) =4/, alors M' e §.

Conclusion : le plan (sz) est un plan de symétrie de la surface .

¥ _.auplan (yOz) a pour coordonnées (—x;y;z).
Comme (—x)x(y2 +2° +1) :—xx(y2 +22 +1) =—4|,alors M'¢ §.

Conclusion : le plan ( yOz) n'est pas un plan de symétrie de la surface §.

e.1) Lorsque A appartient a 'intervalle [1;4] , I';, estun cercle de rayon ‘f% .

Par conséquent, A(%) est l'aire du disque

délimité par ce cercle. Ainsi :

A(h)= txrayon? = mx 4-

¢.2) Une primitive de la fonction A(%) sur
[1;4] est 4mIn(A)—-mA
4
= jA(k).dk =[4nin(n)-n2]"
1
=(47‘[.11’1(4)—T[><4)—(4T[.ln(l)—7[><l)

=8m.In(2)-3n

e.3) La valeur de l'intégrale V correspond au volume du domaine compris entre la surface
Set les plans d'équations x =1 et x =4.
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