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Vestiges mathématiques d'une terminale scientifique : I'intégralité des devoirs d'une saison 2005-2006

Quelques mots d'introduction...

Durant cette année difficile et trés pénible, j'ai exercé mon peu de compétences dans une

seconde et une terminale S. Le présent document reprend l'intégralité de tous les devoirs

- surveillés accompagnés de leurs corrigés qui ont été donnés dans cette derniere classe.

- Nous avertissons notre aimable lecteur qu'il entreprend la lecture de ce recueil a ses

* propres risques et périls. Les propos tenus et les exercices proposés dans le présent

document sont pédagogiquement trés incorrects et n'engagent que leur auteur.

Les devoirs donnés peuvent paraitre trop longs vu le temps donné. Il doit étre précisé que

le baréme a souvent compté plus des 20 points normaux. Plus il y a de questions, plus les

¢léves peuvent montrer leurs compétences.

Durant cette année de terminale, j'ai donné trois formats de devoir : des devoirs dits

express d'une durée d'une heure, des devoirs surveillés de deux heures et deux bac blancs

de quatre heures. Le format court d'une heure m'a paru idéal pour imposer a cette

désespérante TS un rythme de travail qu'elle rechignait a adopter.

Tout au long de I'année, mon intention a été de préparer les éléves aux exercices qu'ils

. pourraient avoir le jour fatidique. Car malgré ce que beaucoup en disent, ce qui motive

les éleves de terminale est leur bac en fin d'année.

Beaucoup des exercices donnés sont des adaptations plus ou moins fidéles d'exercices

donnés au bac. D'autres sont des créations. A chacun d'en faire l'usage qui lui plaira...
Jérome ONILLON
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Devoir Express No. 1

Un devoir express est un format court, une évaluation d'une heure dont le but est de tester
les éleéves sur des points précis du cours ou certaines compétences directes. C'est un
format intermédiaire entre les gros DS de deux heures et les interros de vingt minutes.
Un de leurs objectifs était de donner un rythme de travail & une classe qui n'en avait plus.
Mais ¢a, faut pas le dire !

Ce DE-1 fut fait sans calculatrice et portait sur tout ce que I'on peut attendre en début
d'année de TS : dérivation, limites et asymptotes, continuité. Il eut lieu a la mi-septembre
2005.

Il constitua le premier contact des éléves avec les QCM que I'on retrouve réguli¢rement
dans les sujets de bac. Différence avec les miens, ils sont beaucoup moins difficiles.

L'énoncé

Premiére partie : des questions a la dérive (7,5 points)

Dans le présent exercice, chaque bonne réponse rapporte 1,5 points et chaque mauvaise
en enléve 0,75. Une question sans réponse ne rapporte ni n'enléve aucun point. Si le total
des points obtenus a cet exercice est négatif, il est ramené a 0.

Pour chaque question, on entourera la réponse choisie. Aucune justification n'est
demandée.

a) Parmi les fonctions suivantes, laquelle est la dérivée de f(x) = 2x%—4x+4?

2x-4 2x+4 4x -4 4x+4

b) Parmi les intervalles suivants, lequel est I'ensemble de dérivabilité de la fonction

f(x)=+44-2x ?

J-o0:2[ J-:2] ]2;+00 [2;+00]

¢) Parmi les fonctions suivantes, laquelle est la dérivée de la fonction f(x) = 2.xA/x ?

1
3.\/; \/; 3.\/;

-

d) Parmi les fonctions suivantes, laquelle est la dérivée de la fonction f(x)=~/2.x+1 ?

1 1 V2x+1
S — —_— N2x+l 2%+
22x+1 L2x+l 2 xr

¢) Parmi les fonctions suivantes, laquelle est la dérivée de f(x) = ;'X +i ?
X—
B 5 5 12x-1 —12x+1
(2x-1) (2x-1) (2x-1) (2x-1)°

Seconde partie : des questions a la limite (4,5 points)

Dans le présent exercice, chaque bonne réponse rapporte 1,5 points et chaque mauvaise
en enleve 0,75. Une question sans réponse ne rapporte ni n'enléve aucun point. Si le total
des points obtenus a cet exercice est négatif, il est ramené a 0.

Pour chaque question, on entourera la réponse choisie. Aucune justification n'est
demandée.

a) Quelle est la limite de la fonction f(x) = % lorsque x tend vers +oo ?
2X°+2
—0 0 2 +00
b) Quelle est la limite de la fonction f(x) = '2 — lorsque x tend vers 2 par la gauche?
X2 —
—00 0 2 +00
6.x% +x—1
¢) Quelle est la limite de la fonction f(x) = — lorsque x tend vers —oo ?
3x° 42
—0 0 2 +00
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Derniére partie : un petit probléme (9 points)

Dans le présent exercice, chaque bonne réponse rapporte 1,5 points et chaque mauvaise
en enleve 0,75. Une question sans réponse ne rapporte ni n'enléve aucun point. Si le total
des points obtenus a cet exercice est négatif, il est ramené a 0.

Pour chaque question, on entourera la réponse ou les réponses choisies. A 1'exception de
la question f, aucune justification n'est demandée.

La fonction f est définie et dérivable sur I'ensemble |—o0;2[ L ]2;+oo] .

On appelle (C) la courbe représentant cette fonction f.
Le tableau de variation de la fonction f est le suivant :

X —0 -1 2 +00

3 +o0

f 7 N N

—00 —0o0 0

a) Combien I'équation f(x) =0 admet-elle de solutions dans |—o0;2[ U ]|2;+00 ?

Aucune Une Deux Trois

b) Parmi les égalités suivantes, la ou lesquelles sont assurément fausses ?

£1(=7)=-1 £1(~1)=3 £'(0)=-2

c) Parmi les équations de droites suivantes, une seule est celle d'une asymptote a la
courbe (C). Laquelle est-ce ?
y=—X+2

x=-1 y=2 y=x+2

La fonction h est définie sur IR par :

Six #2 alors h(x) = 1+L
f(x)

h(2)=2

d) Quelle la limite de la fonction h lorsque x tend vers —o ?

—o0 0 1 +00

) Quelle la limite de la fonction h lorsque x tend vers +oo ?

—o0 0 1 +00

f) La fonction h est-elle continue en 2 ? On justifiera sa réponse. Une bonne réponse non
justifiée sera considérée comme nulle.

Non Oui

Le corrigé

Premiére partie : des questions a la dérive

a) La fonction f(x)= 2.x> —4.x+4 est une somme de fonctions dérivables sur RR.

' 1

£100 = (257 ~4x+4) = (27 ) +(-4x) +(4) =4x—4+0=4x—4
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b) Pour que la racine d'une fonction u soit dérivable, il faut et il suffit que u soit dérivable
et également qu'elle soit strictement positive.
La fonction u(x) =4-2.x étant dérivable sur R, seule sa positivité pose question.

u(x) est positif < 4-2x>0 < 4>2x & 2>x & xe]—oo;2[

¢) La fonction f(x)= 2.x+/x estle produit des fonctions u(x)=2.x et v(x) = Jx

dérivables sur |0;+o0 . Leurs dérivées respectives sont u'(x) =2 et v'(x) =

|
2+/x

1 2.X
Donc : f'(x :u'.V+V’.u:2><\/;+—><2.x:2.\/;+ - :2.«/;+\/_:3.\/;
) 2 2

d) Comme la fonction u(x)=2.x+1 est dérivable et strictement positive sur l'intervalle
]—0,5;+oo[ alors il en va de méme pour sa racine f(x) =+/u(x) . De plus :
u 2 1

2 i 22x+1 2x+l

£(x) =

e) Les fonctions u(x) =3.x+1 et v(x)=2.x—1 sont dérivables sur IR\{ -0,5 }. Leurs

dérivées respectives sont u'(x)=3 et v'(x)=2.
. . . u
Comme le dénominateur v ne s'annule pas sur cet ensemble alors leur quotient f =— y
v

est aussi dérivable. Par suite :
u'.v-v'u 3><(2.X—1)—2><(3.x+1) _6x-3-6x-2 -5

? (2x-1)"  (2x-1)

£i(x) = .
v (Z.X —l)

Seconde partie : des questions a la limite

a) Le quotient f(x) = #

2X°+2
I'écriture qui nous est proposée.
Pour lever cette indétermination, nous allons factoriser les numérateur et dénominateur
du quotient f par leurs termes les plus forts.

Pour tout réel x non nul, nous pouvons écrire :

1
X{4_X} x 4= 1 4 4-0
f(X): :—2>< )5 = —X )5 X—>+0 O+X " :0
xz.{2+22} o2+ X 2+ 2+0
X X X

L . 0
esten +oo une forme indéterminée du type — sous
o0

Conclusion : la limite en +oo de la fonction f est 0. Donc 1'axe des abscisses (qui a pour
équation y =0 ) est une asymptote horizontale a la courbe de f au voisinage de +oo .

b) Lorsque x tend vers 2 par la gauche :
e Lenumérateur 2.x—7 tend vers 2x2—-7=-3.

e Le dénominateur x> —4 tend vers 0~ car il est négatif a gauche de 2.
En effet, le tableau de signe de x> —4 = (x+2).(x—2) est:

X —00 -2 2 +00
X+2 - 0 + +
x—2 - - 0 +
x2 -4 + 0 - 0 +

Donc le quotient f(x) tend vers = =+00 .
=

Conséquence : la droite verticale d'équation x =2 est une asymptote a la courbe de f.

6.x%+x—1

5 est en —oo une forme
3x°+2

¢) A premiére vue, la fonction rationnelle f(x) =

. I3 . r m
indéterminée du type — .
0

Pour lever cette incertitude, factorisons les numérateur et dénominateur de f par leurs
termes les plus forts. Pour tout réel non nul x, nous avons :

11 11
5 s bt——— 64— o
f(x)—6'x Xl X7 x x2 X x? xomw 640 200
3x2+2 X2 3+j% 342 3407
X X

Conclusion : la limite en —oo de la fonction f est 2. Donc la droite d'équation y =2 est
une asymptote horizontale a la courbe de f au voisinage de —oo .
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Derniére partie : un petit probléme
a) La fonction f est dérivable donc continue sur I'ensemble ]—oo; 2[ U]Z; +oo[ .

< Sur ]—oo;—l[, elle croit strictement de —oo a 3. Donc I'équation f(x) =0 a une unique

solution dans cet intervalle.
© De méme, sur l'intervalle [—1;2[ , f décroit strictement de 3 4 —oo . Par conséquent,

I'équation f(x) =0 a une deuxiéme solution dans cet intervalle.
< Sur l'intervalle ]2 + oo[, f décroit strictement de +oo a 0. Mais cette derniere limite

n'est jamais atteinte car la décroissance est stricte ! L'équation f(x)=0 n'a donc aucune
solution dans cet intervalle.
Conclusion : I'équation f(x) =0 a exactement deux solutions dans ]—oo; 2[ o ]2;+oo[ .

b) Le signe de la dérivée donne les variations de la fonction. Et réciproquement !
< Sur l'intervalle ]—oo; —1[ , la fonction f étant croissante, sa dérivée f' est positive ou

nulle. I1 est assurément faux de dire que f '(—7) puisse étre égal a —1.

< Comme la fonction f admet un maximum en x = —1 alors la tangente a sa courbe en
ce point est horizontale. Donc le coefficient directeur de celle-ci qui est aussi le nombre

dérivé f '(—1) nécessairement nul. Donc affirmer que f ’(—1) =3 est assurément faux.
< Enfin, la fonction f étant décroissante sur l'intervalle ]—1; 2[ , sa dérivée est négative

ou nulle. Donc f'(0) peut étre égal a 2.

¢) Examinons les cas des quatre candidates asymptotiques !
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a (C), cela ne pourrait étre qu'au voisinage d'un des deux infinis. Cela signifierait qu'en
cet infini, la limite de la fonction f serait 2. Or les limites de f aux infinis sont —oo et 0.

< La droite oblique d'équation y = —x +2 ne peut étre une asymptote a la courbe (C)

qu'au voisinage de I'un des deux infinis.
Si elle l'est au voisinage de —oo , cela signifie que la limite de fen —oo est +oo . Ce qui

n'est pas possible car d'apres son tableau de variation : lim f(x)=-o0.
X—>—0

Si elle l'est au voisinage de +oo , cela signifie que la limite de fen +oo est —oo. La

encore, ¢a ne colle pas avec son tableau de variation car lim f(x)=0.
X—>+0

< Reste la droite oblique d'équation y = x +2 qui peut étre une asymptote a la courbe
(C) au voisinage de —oo . C'est d'elle dont parle I'énoncé de la question.
d) Lorsque x tend vers —oo , f(x) tend vers —o .

. 1 _
Donc son inverse —— tend vers 0~ .
f(x)

Donc h(x) tend vers 1+0™ =1.
Conséquence : la droite horizontale d'équation y =1 est une asymptote a la courbe

représentative de h au voisinage de —oo .

e) Lorsque x s'en va vers +oo , f(x) tend vers 0 mais en étant positif.

Donc son inverse

1
tend vers — = +o0 .
f(x) 0+

Donc h(x) tend vers (+o0)+1=+o0 .

f) Savoir si le fonction h est continue en 2, c'est chercher si les limites a gauche et a
droite de 2 de la fonction h sont égales a h(2).

Intéressons-nous d'abord a la limite a gauche de 2 :
Quand x tend vers 2 par la gauche, f(x) tend vers —oo .

tend vers 1 =0 .
(x) —o0
Donc h(x) tend vers 1...qui est différent de h(2).

Conclusion : la limite a gauche de 2 de la fonction h étant différente de la valeur de h(2),
la fonction h n'est pas continue en 2.

Donc son inverse

Pour le plaisir, on peut s'intéresser a la limite de h a droite de 2. Nous avons :
lim h(x)= lim +1=L+1=0++1=1¢2=h(2)
x—2" x—2t T(%) +oo
X#2 x#2

Conclusion : la fonction h n'est pas non plus continue a droite de 2.



Vestiges mathématiques d'une terminale scientifique : I'intégralité des devoirs d'une saison 2005-2006

Page 6 sur 67

Devorir Express No.Z2

Ce second devoir express eut lieu une semaine apres le premier. Il abordait la continuité,
la dérivation ainsi que la détermination de primitives.

La encore, il s'appuyait principalement sur deux exercices de QCM. Le but était
d'habituer les éléves a ce genre d'exercice nouveau pour eux et qu'ils risquaient de
rencontrer le jour de I'épreuve. Répondre & un QCM requiert de savoir évaluer ses
certitudes. 11 faut éviter de perdre bétement des points slirement acquis.

Une nouvelle fois, les calculatrices étaient interdites.

L'énoncé

Premiére partie : questions express de cours (6 points)

Dans le présent exercice, chaque bonne réponse rapporte 1 point et chaque mauvaise en
enléve 0,5. Une question sans réponse ne rapporte ni n'enléve aucun point. Si le total des
points obtenus a cet exercice est négatif, il est ramené a 0.

Pour chaque question, on entourera la réponse choisie. Aucune justification n'est
demandée.

Une fonction continue sur un intervalle y est nécessairement

, . \d F<
dérivable. ral Faux

Si la droite d'équation y =—-2.x +1 est une asymptote a la courbe

d'une fonction f au voisinage de —co alors lim f(x)=+o0 Virar Faux
X—>—00

La fonction f est définie et continue sur R.

Si lim f(x)=-w alors la courbe (C) représentant la fonction
X—>+00

admet une asymptote horizontale au voisinage de +oo .

Virar Foux

La fonction f(x)= V2.x% +1 est dérivable sur R. Virar  Faux

2.x

5 : Virar Foux
V2x“+1

f est une fonction définie sur l'intervalle [—2;5] telle que :
f(-2)=1 et f(5)=7

Si la fonction f est strictement croissante sur [—2;5] alors 1'équation

La fonction f(x) = V2x%+1 a pour dérivée f'(x) =

Virar Faoux

f(x) =3 admet exactement une solution dans cet intervalle.

Seconde partie : 1'offensive des primitives (10,5 points)

Dans le présent exercice, chaque bonne réponse rapporte 1,5 points et chaque mauvaise
en enléve 0,75. Une question sans réponse ne rapporte ni n'enléve aucun point. Si le total
des points obtenus a cet exercice est négatif, il est ramené a 0.

Pour chaque question, on entourera la réponse choisie. Aucune justification n'est
demandée.

a) Parmi les fonctions suivantes, laquelle est une primitive de f (x) =4x-2 surlR?

F(x)=4 F(x)=2x?-2x+1  F(x)=4x*-1 F(x)=4x>—x

b) La fonction f(x)= 9.x% +4.x est dérivable sur R.

On appelle F la primitive de f sur R telle que F(2)=3.
Parmi les fonctions suivantes, laquelle est la dérivée de la fonction F ?

g(x) =18 g(x)=18x+4 g(x)=9x?+4x  g(x)=3x>+2.x>

¢) Parmi les fonctions suivantes, laquelle est une primitive de f (x) = cos(x) —sin(x) sur
R ?

F(x) = —cos(x) —sin(x) F(x) = —cos(x) + sin(x)

F(x) = cos(x) —sin(x) F(x) = cos(x) +sin(x)
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d) Parmi les fonctions suivantes, laquelle est une primitive sur R de la fonction

f(x) =(X+1).(X2 -1-2.)(+1)3 ?

1 4 4
F(x):§.(x2+2.x+l) F(x):%.(x2+2.x+1)
L (2 4 5 4
F@):E(x +2x+q ny{x +zx+q
e) Parmi les fonctions suivantes, laquelle est une primitive de f (x) = 2; sur
4x°+4x+1
l'intervalle :|—%;+OO|: ?
1 2 1 1
F(x)=- F(x)=- F(x)=- F(x)=
( ) 4x+2 ( ) 2x+1 ( ) 2x+1 ( ) 2x+1
f) Parmi les fonctions suivantes, laquelle est une primitive de f (x) =X swR?

Vax?+1

F@)=%V4x2+1 F@):%V4x2+l F(x)=V4x>+1  F(x)=244x> +1

g) La fonction F est une primitive de la fonction f sur R.
Le tableau de variation de la fonction f est le suivant :

X —© -4 3 +o0
-2 -1

f 7 N 7

—00 —4

Parmi les affirmations suivantes, laquelle est assurément vraie ?

La fonction F est négative
sur l'intervalle |-4;3

La fonction F est positive
sur l'intervalle ]3;-oo]

La fonction F est décroissante sur IR La fonction F est croissante sur IR

Derniére partie : continuité primitive (3,5 points)
F est une fonction continue sur R. Elle est définie par morceaux sur cet ensemble par :
e  Sur l'intervalle ]—oo;l] ,ona: F(x)= x2-3x+5.
. L . 2
e  Sur l'intervalle ]1; +oo[ , F est une primitive de la fonction f(x)=6.x -2 t—.
X
Déterminer I'expression de la fonction F sur l'intervalle ]1; +oo[ .

Indication : pour qu'une fonction soit continue sur IR, il faut qu'elle le soit en particulier
en 1.
Une grande attention sera portée a la rédaction de la réponse.

Le corrigé

Premiére partie : questions express de cours

a) Une fonction dérivable sur un intervalle y est continue. Mais la réciproque est fausse.
La fonction valeur absolue est continue en 0 mais elle n'y est pas dérivable.

La fonction racine carrée f(x) = Jx est définie et continue sur [0; +oo[ mais elle est

seulement dérivable sur ]O; +oo[. En effet :
fO-f(0) . Jx=v0 . Jx 1 1
m = lim = lim —= lim —=—
x—>0t  x—0 x—0" x—0 x=0" X x50t \/; 0"
Donc la fonction racine n'est pas dérivable en 0 alors qu'elle y est continue.

= 400

b) Dire que la droite d'équation y =-2.x+1 est une asymptote a la courbe représentant f
au voisinage de —oo signifie qu'au voisinage de —o , la fonction f peut s'écrire :
f(x)= —2.x+1 + Un truc qui tend vers 0 en —oo
| I L 1
Asymptote

Souvent noté a(x)
La fonction f et la fonction affine g(x) =-2.x+1 ont la méme limite en —oo .

Donc lim f(x)= lim —2x+1=+0w.
X—>—00 X—>—0
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¢) Une asymptote horizontale au voisinage d'un infini est la conséquence graphique d'une
limite finie. Comme la limite en +oo de la fonction f est infinie, la courbe de celle-ci ne
peut pas admettre d'asymptote horizontale.

d et e) Pour que la racine de la fonction u(x) = 2.x% +1 soit dérivable sur IR, il faut et il
suffit que:

e lafonction u(x) = 2.x% +1 soit elle-méme dérivable sur IR. Ce qui est le cas.
Sa dérivée est u'(x)=4x

e lafonction u(x) = 2.x% +1 soit strictement positive. Ce qui est encore le cas
car c'est la somme d'un carré multiplié par 2 et du nombre positif 1.

Donc la fonction f(x) = V2xZ+1= Ju(x) est dérivable sur R. Calculons sa dérivée :

u' _ 4.x B 2.X
2u hx21 axt 4

f) Méme si la fonction f est strictement croissante sur l'intervalle [—2;5] passantde 1 a

f'(x) =

7, rien n'indique qu'elle prenne pour valeur 3. Il n'est pas dit si elle est continue ou pas.
La seule chose que I'on puisse affirmer est que I'équation f(x) =3 a au plus une

solution dans l'intervalle [—2;5] . C'est-a-dire aucune ou une seule.

T T T T
P ) S P ey

1

+

1

1
r
1

1

T T
EPEE T S P

Si la fonction f est continue sur l'intervalle
[—2;5] alors I'équation f(x) =3 admet
une unique solution dans cet intervalle.

T
IR —
1 1 [ 1
1 I6’ 1 1
- T--rG r ] - T
| | | |
[ P [ I
T [ [ T
1 1 1 1
R N L L L
[ |4- 1 [
1 1 1 1
-+ - -+ — + -+
| | | |
| | | [ |
-T--2 | T - T
1|/[/ ] ] ] ] ] ]
- L= 1l __L____1__LJ - ==
[ 1 [ 1 1 [ 1 [
1 1 1 1 1 1 1 1

Y
B
N
'

Mais si elle n'est pas continue, 1'équation
f(x) =3 peut ne pas avoir de solution.

Seconde partie : l'offensive des primitives

a) Toutes les primitives de la fonction f (x) =4.x -2 sur R sont de la forme :
F(x)= 4><%.x2 —2xx + Constante = 2.x> —2.x + Constante

Parmi les quatre propositions, seule la fonction F (x) =2x%-2x+1 estune primitive de
f.

b) Si F est une primitive de la fonction f (x) =9.x% +4.x sur R alors fest la dérivée de F
sur IR.

Parmi les quatre propositions, la dérivée de F est la fonction g(x) =9x%+4x.

¢) Une primitive de cosinus sur R est sinus. Une primitive de sinus est —cosinus .
Par conséquent, une primitive de la fonction f (x) = cos(x) —sin(x) sur IR est :

F(x) = sin(x) — (—cos(x)) = sin(x) + cos(x) = cos(x) +sin(x)

d) La dérivée de la fonction u(x) = X2 +2.x+1 qui est dérivable sur IR, est
u’(x) =2x+2.
Pour tout réel x, nous avons :

f(x) = (x -1-1).()(2 +2.x+ 1)3 = %.(2.){ + 2).(x2 +2.x +l)3 = %.u'.u3
Donc toutes les primitives F de f sur R sont de la forme :

I 1 4 1/, 4
F(x)= 5 xz.u + Constante = g(x +2.X+ 1) + Constante
4
Parmi les quatre propositions, seule la fonction F(x)= é.(x2 +2.X+ 1) est une
o 2 3
primitive de f(x)=(x+ 1)(x +2.x +1) sur IR.

e) Sous la forme qui nous est proposée, il est difficile de déterminer une primitive de la
fonction f.

Or 4x> +4x+1 est la forme développée de l'identité remarquable (2.x + 1)2 .
Par conséquent, en posant u(x) =2.x +1, nous pouvons écrire :

1 1 1 2 I u

=—X = —X—

2 (2x+1? 2 W’

f(x)= =
() 4x% +4x+1 (zX+Q2
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Donc toutes les primitives F de f sur l'intervalle }—%; +oo[ sont de la forme :

+ Constante = — + Constante

2x+1 4x+

F(x)= lx 1 + Constante = —lx
2 u 2

Parmi les quatre propositions, seule la fonction F(x) =-

est une primitive de f.
4x+2

f) La dérivée de la fonction u(x) =4x%+1 qui est dérivable et strictement positive sur
J-oos+oo[ , est u'(x) =8.x.

Pour tout réel x, nous pouvons écrire :

f(x):

X 1 8.x 1 u

=—x =—X—
Vax2+1 8 \ax2i1 8 u

Donc toutes les primitives F de f sur IR sont de la forme :

F(x)= %x 2.Ju + Constante = %x v 4.x% +1 + Constante

Parmi les quatre propositions, seule la fonction F(x) = %.\/ 4.x%+1 estune primitive de f

sur R.

g) La fonction F étant une primitive de la fonction f sur R, cette derniére est la dérivée de

cette premicre.

Or le signe de la dérivée f donne le sens de variation de la fonction F.

D'aprés son tableau de variation, la fonction f est négative sur IR. Elle ne dépasse jamais
-1.

Donc sa primitive F est décroissante sur IR.

Derniére partie : continuité primitive

oo . 1 . 1 1
Des primitives des fonctions x ; —2 et — sont respectivement E.XZ; -2x et ——.
X X

Donc la primitive F de la fonction f(x) =6.x-2 +i2 sur l'intervalle ]1; +oo[ estde la
X
forme :

F(x)= 6><%.x2 -2x +2><_—1+C0nstante =3x%2-2x —£+C0nstante
X X

Reste a déterminer la valeur de cette constante.
La fonction F est continue sur IR. Il I'est donc en particulier en 1.

La limite de F 4 droite de 1 doit étre égale a F(1).
Comme 1 appartient a l'intervalle ]—oo; 1] , son image par F est donnée par :

F()=1>-3x1+5=1-3+5=3
Donc la limite de F a droite de 1 doit étre égale a 3.

Or quand x tend vers 1, 3.)(2—2.x—2 tend vers 3x12—2x1—%:3—2—2:—1.
X

Pour que F(x) tende vers 3, il faut et il suffit que la constante soit égale a 4.
En effet nous avons alors :

lim F(x)= lim 3x2-2x-—+4=3-2-2+4=1=F(l)

x>t x—l1" X

Conclusion : sur l'intervalle ]l; +oo[ , F(x)= 3x2-2x _2 +4.
X
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Devoir Surveillé No. 1

Ce premier devoir de deux heures ou la calculatrice €tait autorisée, eut lieu au début du
mois d'octobre 2005. Il abordait tous les points classiques de la dérivation et des limites.
Nous revenions a un format classique avec un petit exercice et un autre qui tenait assez
d'un probléme comme il y en avait avant la réforme des sujets de bac introduite en 2004.
11 traitait aussi de la fonction exponentielle au travers d'une fonction pseudo-rationnelle.

L'énoncé

Premiére partie : aux racines du probléme

La fonction H est définie sur l'intervalle [2;+oo[ par:

H(x)=x- x> -4

a) Déterminer la limite de H(x) lorsque x tend vers +oo .
b) Démontrer que la différence / x> —4-x est négative sur l'intervalle ]2; +oo[ .

¢) Pourquoi la fonction H est-elle seulement dérivable sur l'intervalle ]2; +oo[ ?

En utilisant la question 1.b, étudier les variations de la fonction H sur l'intervalle
]2; +oo[ .

d) On décide de prolonger la fonction H sur IR tout entier.
Sur l'intervalle ]—oo; 2[ , la fonction H est une primitive de la fonction h définie par :

h(x) =14+ — %

2
(2x*+1)
Déterminer I'expression de la fonction H sur l'intervalle ]—oo; 2[ pour que la fonction H

soit continue sur IR.

Seconde partie : une exponentielle parmi les rationnelles

La fonction j est définie par :
. e* +x?
x)=—
On appelle (C) la courbe de la fonction j.
L'objet de cet exercice est I'étude de la fonction j sur son ensemble de définition. Pour
cela, nous utiliserons la fonction f définie pour tout réel x par :

x—1

f(x)=¢e* +x
Dans tout l'exercice, une grande attention sera portée a la qualité de la rédaction ainsi
qu'aux justifications apportées.

a) Déterminer les limites de la fonction fen —oo et +o0 .
Etudier les variations de la fonction f sur ]—oo; +oo[ .
Démontrer que I'équation f(x) =0 admet dans l'intervalle ]—oo; +oo[ une unique solution

que 1'on notera a.
A l'aide de la calculatrice, déterminer une valeur approchée au centiéme prés de o.
En déduire le signe de f(x) en fonction de x.

b) Déterminer I'ensemble de définition D; de la fonction j.
¢) Etudier le signe de la fonction j sur son ensemble de définition Dj;.

d) Déterminer trois réels a, b et ¢ tels que pour tout x € D j»onait:

c+e*

jx)=ax+b+

Note : on pourra chercher a décomposer j sans tenir compte de l'exponentielle, comme
s'il s'agissait d'une fonction rationnelle.

¢) Déterminer les limites de la fonction j & gauche, puis a droite de 1.
Quelle conséquence cela a-t-il pour la courbe (C) ?

f) Déterminer la limite de j(x) lorsque x tend vers +o .

g) Démontrer que la courbe (C) admet au voisinage de — une asymptote oblique A
dont on donnera 1'équation réduite.

En déduire la limite de j en —o .

Etudier la position relative de la courbe (C) par rapport a son asymptote A.
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h) Déterminer 1'ensemble de dérivabilité de la fonction j. / [ / /
) L. L, M , J X2 -4<x’ o x? —4 </x? = x2—4<|x| = x2—4-x<0
En dérivant la fonction j, démontrer que pour tout réel x e D; ona: I

- - 1
La fonction racine est Comme X est positif,
5

« croissante sur [0;+oo[. il est sa propre
0 X — 2) . (e + X) Elle y conserve l'ordre. valeur abolsue
J(X)=
2 . . e , .
(x-1) Conclusion : sur I'intervalle ]2;+oc[ , la différence Vx? -4 —x est négative.

En utilisant le résultat de la question 2.a, dresser le tableau de variation de la fonction j.

% On peut aussi multiplier v x> —4-x par sa quantité conjuguée X2 —4+x.
Pour tout x & |2;+0[ , il vient alors :

CERIEm N

s 4
X" —4-x= = =

Vx? -4 +x Vx? -4 +x Vx2 -4 +x
Les termes Vx> —4 et x étant strictement positifs, leur somme x% —4 +x l'est aussi.

o s , 2 z s
Sous 1'écriture qui nous est proposée, la fonction H(x) =x —+ x2—4 esten +o0 une : Donc la différence vx” -4 —x estde facto négative.

i) Dans le repére se trouvant au verso, tracer une esquisse de la courbe (C) ainsi que les
divers asymptotes rencontrées au cours de l'exercice.

Le corrigé

Premiére partie : aux racines du probléme

a) Lorsque x tend vers +oo , x% —4 etsaracine Vx> —4 tendent aussi vers +o .

forme indéterminée du type o —o0.
¢) La fonction x est dérivable sur IR. La dérivabilité de H dépend de celle de x> -4 .

Pour lever celle-ci, nous allons modifier H(x) en multipliant la différence x — x4
Comme la fonction u(x) = x2 —4 est dérivable sur R et est strictement positive sur

par sa quantité conjuguée x +v x4

Pour tout réel x [2; +oo[ , NOUS avons : l'intervalle ]2; +oo[ alors sa racine \Ju(x) =+ x% —4 est dérivable sur cet intervalle.
2 Pour savoir si cette fonction est dérivable en 2, étudions la limite en 0% du quotient :
(X—Vx2—4).(x+\/x2—4) (X)Z—( x2—4) — a
H(x) = = \/u(2+h)—\/u(2) —\/h2+4'h_0— h? O P S O Y
(X+\/x2_4) x+Vx? -4 . h . h S R
5 5 Ju dérivable a droite de 2 ? Comme h>0 \/hizz‘h‘:h
X = (x - 4) 4
= = Or quand h tend vers 0" 4 et par conséquent |1+ 4 tendent vers +oo
x+Vx? -4  x+x>-4 1 "h P k h .
Voyons si cette derniére écriture nous permet de conclure : . . U (2 +h) _a ( 2) .
. 4 4 + Conclusion : comme lim =400 alors la fonction v/u n'est pas
lim Hx)=———F+——=—=0 ho0t h
X—>+00 (+00)+(+0) 400

) ! o dérivable a droite de 2 et donc en 2. Il en va de méme pour la fonction H.
Donc I'axe des abscisses est une asymptote a la courbe de H au voisinage de +o .

5 5 < Pour déterminer les variations de la fonction H sur ]2;+oo[ , calculons sa dérivée :
b) Pour tout réel x, il est clair que x“ -4 <x”.

, 2
Sur l'intervalle ]2; +oo[ , x% =4 et x> sont deux quantités positives. Donc elles ont des H'(x)= (x) _( x2 _4) =1- \/2'X 1= XT-4-x
2.

2, 2 . 2
racines et celles-ci sont rangées dans le méme ordre qu'elles. Pour tout réel x ]2; +oo[ : X -4 \/X —4 X -4
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D'aprés la question 1.b, le numérateur est négatif sur ]2;+oo[ . Le dénominateur qui est

une racine non nulle est positif. Par suite, le tableau de variation de la fonction H est :

X 2 +00
x2—4-x -
x> -4 *
H'(x) -
2
H N
0
¢) Pour tout réel x , nous avons :
3x 1 4x 3w Jux)=2x2+1
T R T 2T %
(257 +1) (257 +1) u u'(x) =4x
-1 3 1

sur R est ix—:——
4

Donc une primitive de la fonction X——.
u 4 2x”+1

2
(2x2+0
Par conséquent sur l'intervalle ]—oo;2[ , la fonction H est de la forme :

3 1
H(x) = x ——=x————+ Constante

2x%+1
Or la fonction H est continue sur R. Elle I'est donc en particulier en 2 ou H(2)=2.

Ainsi la limite a gauche de 2 de la fonction H(x) = x —ix + Constante doit étre
2.x°+1

égale a 2.
1

2x2+1

1

. 3
lim x——x ——=
2x2°+1

x—2"

Comme - % X 2- % , alors la constante soit égale

1 . .
a T pour que H soit continue en 2.

Conclusion : sur l'intervalle ]—oo; 2[ ,nous avons : H(x) =x —ix; +i .
4 2x%41 12

Seconde partie : une exponentielle parmi les rationnelles

a) La fonction f(x)=e* +x est définie sur IR comme les fonctions exponentielles et x.
< Déterminons ses limites aux infinis.

lim &* +X=O+(—oo)=—oo

lim e® +x =(+0)+(+0)=+w
s (1) (3

X—>+0 f(x)

2 Pour étudier les variations de la fonction f, étudions le signe de sa dérivée.

Les fonctions exponentielle et identité étant dérivables sur R, il en va de méme pour leur
somme f. Calculons sa dérivée.

Pour tout réel x, nous avons :

1

£100= (%) +(x) =e* +1.

L'exponentielle e* est toujours positive. Par conséquent, il en va de méme pour sa
somme avec 1 qu'est f'(x).

Comme la dérivée f'(x) est positive sur R alors la fonction f est strictement croissante

¥ Pour établir les variations de la fonction f sur R, on peut aussi dire qu'elle est la

somme des fonctions exponentielle €* et identité qui sont strictement croissantes sur IR.
Il en va alors de méme pour f.

S Comme :
e la fonction f est dérivable sur l'intervalle ]—oo; +oo[ alors elle y est continue.

e fest strictement croissante sur ]—oo; +oo[ passant de —oo a +oo .
alors I'équation f(x) =0 admet une unique solution o dans R.

A l'aide du tableau de valeurs de la calculatrice, on détermine que o est compris entre
0,57 et —0,56.

> Comme la fonction f est strictement croissante sur IR et qu'elle s'annule seulement en
o alors son tableau de signe est :

X | —00 o +00

f(x) - 0 +

b) Les trois fonctions e, x? et x—1 sont définies et dérivables sur IR.
La seule chose qui puisse faire que j(x) n'existe pas est le fait que ce soit un quotient.
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Le quotient j(x) n'existe pas <> Son dénominateurx—-1=0 < x=1

Conclusion : l'ensemble de définition de la fonction j est IR\{1} = |—oo;1[ U J1;+00[ .

¢) Une exponentielle est toujours positive. Un carré est toujours positif ou nul. Donc leur

somme € +x? est toujours positive. Par conséquent, le tableau de signe de j est :

X —00 1 +00
e* +x? + +
x—1 - 0 +
jx) - +
d) Décomposons la pseudo fonction rationnelle j.
Pour tout réel x eIR\{l} , hous pouvons écrire :
2
— X X
) <2 +e* x.(x—1)+x+¢e" Ix(x—1)+1+e* l+¢e*
ix)= = =X+ = x4l
x—1 x—1 x—1 x—1
X 2 X
Conclusion : Pour tout réel x # 1, nous avons j(x) = % = x+1+ I+ el
X— X—

L ] L ]
Forme initiale ~ Forme décomposée

e) Pour déterminer les limites de la fonction j a gauche et a droite de 1, utilisons son
écriture initiale.

Positif Positif
X 2 X 2
. e +Xx e+l . e +X e+1
hm —_— = — = —00 111’1’1 _—= n = +00
x—1", x—1 0 x—1t x—1 0

ix) i)
Car d'apres le tableau de signe de j(x) dressé a la question précédente, le dénominateur
x —1 est négatif a gauche de 1 et il est positif a droite.

De plus, lorsque x tend vers 1, €* tend vers el =e qui est un nombre positif.
Conséquence : la droite d'équation x =1 est une asymptote verticale a la courbe (C).

X 2

. . . . . L e e” +x

f) Déterminons la limite de j en +oo en utilisant son écriture initiale j(x) = e
X —

De prime abord :

X 2
. e” +X +00 ) +{ +00 +00 . , -
lim = ( ) ( ) =— = Forme indéterminée
x—>+0 X—1 +00 +00

Pour lever l'indétermination pesant sur j, factorisons ses numérateur et dénominateur par

leurs termes les plus forts a savoir e* et x.
Pour tout réel x >1, nous pouvons écrire :

1+ x’
. S ax? X eX
x)= =—x
x—1 x .1
X
eX X
Or lorsque x tend vers +oo , les quotients — et — tendent vers +oo . Donc l'inverse de
X X
2
. X 1
ce dernier — tend vers — =07,
e” +o0
Par conséquent, nous pouvons écrire :
1+ x’
e e 1+0" 1
lim —x :(-l—OO)X =(+OO)X—:+OO
X0 X 1 1-0* 1
X

i)

& La limite de j en +oo peut aussi étre obtenue a partir de sa forme décomposée.
X
Le probleme vient alors du quotient

. . r . r w
qui est une forme indéterminée du type — .
0

On leve celle-ci en factorisant numérateur et dénominateur par leurs termes dominants.

1
1+—
X X = +
elel =%X_elﬂ>(+w)x”o+ o
1 1-0

X

Pour tout réel x >1,o0na:

X

. l1+e
Iim x+1+
X—>+00

On en déduit alors :

=(+00) +1+(+0) =+0.
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g) Pour résoudre cette question, nous allons utiliser la forme décomposée de la fonction j
qui n'est pas rationnelle a cause de la présence de I'exponentielle.

2 Quand x tend vers —oo , le numérateur e +1 tend vers 0+1=1.
X 1

tend vers —=0".
x—1 —00

Fort de cette découverte, nous pouvons affirmer que la droite A d'équation y =x +1 est

Donc la fraction

une asymptote a la courbe (C) au voisinage de —oo .
En effet, car pour tout x & |-o0;1[ U ]l;+00 , nous avons :

e +1

X
X —

(C)—Azj(x)—yz{x+l+

X
Donc lim f(x)—y= lim < +11:0
X_FOOI(C)—fAI X—>—0 X —

S Comme la droite A d'équation y = x +1 est une asymptote a la courbe (C) au
voisinage de —oo alors la fonction j se comporte comme la fonction affine g(x)=x+1

au voisinage de —oo . Elles ont la méme limite. Par suite : lim j(x)= lim x+1=-.
X—>—00 X—>—00

< Pour étudier la position relative de la courbe (C) par rapport a son asymptote A,
e +1

-1
Le numérateur est la somme de la positive exponentielle et de 1 : il est donc positif.

déterminons le signe de la différence d'ordonnées (C)-A=j(x)-y=

Par conséquent, le tableau de signe de la différence d'ordonnées (C)—A = e:_+1 est:
X —00 1 +00
e +1 + +
x—1 - 0 +
©)-A - +
Position La courbe (C) est La courbe (C) est
relative au-dessous de A au-dessus de A

X +x?

. u
est un quotient de la forme — ou:
v

h) La fonction j(x) =

e Lafonction u(x)=¢€* + x? est définie et dérivable sur R comme les fonctions

exponentielle et carré. Sa dérivée est u'(x)=e* +2.x.
e Lafonction v(x)=x—1 est dérivable sur R et sa dérivée v'(x)=1.
Comme de plus v ne s'annule pas sur IR\{I} alors la fonction j est dérivable sur cet

ensemble.
Pour tout x ]—oo;l[ u]l; +oo[ , Nous pouvons écrire :
u'v—-v'u ~ (ex +2.X)><(x_1)_lx(ex +X2)

=25

Le signe du facteur f(x)=¢e* +x a été déterminé a la question 2.a.
Nous pouvons dresser le tableau de signe de la dérivée j'(x) qui nous donnera les
variations de la fonction j.

X —00 a 1 2 +00
X-2 - - - 0 +
e* +x - 0 + + +
(x-1)° + + 0 + +
J'(x) + 0 - - 0 +
J(o) +00 +00
j 7 N N /7
—0 -0 e?+4




Vestiges mathématiques d'une terminale scientifique : I'intégralité des devoirs d'une saison 2005-2006

Page 15 sur 67
1) Ci-dessous, sont tracées la courbe (C) et ses deux asymptotes.

T T

/
[

16}

|

|

|

\

14 {
\
\

17]

/[
> (C)

10]

-
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Devoir Express No.3

Ce troisiéme devoir express d'une heure eut lieu a la mi-octobre 2005. Il portait
essentiellement sur la fonction exponentielle ses limites et ses propriétés, et dérapait un
petit peu sur les limites de la fonction In.

Une fois encore, la calculatrice était interdite car il semblerait que certains l'utiliseraient
pour stocker toutes leurs formules. Il parait...mais ¢a faut pas le dire !

L'énoncé

Premiére partie : une fonction affine et exponentielle
La fonction f est définie sur R par :
£(x)=(1-2x).e>™

L'objet de cet exercice est I'étude de la fonction f.
a) Déterminer la limite de la fonction f lorsque x tend vers +oo .

b) Compléter I'égalité suivante : pour tout réel x, &> =e* ... .

En utilisant la relation précédente, déterminer la limite de la fonction fen —oo .
Note : une grande attention sera portée aux justifications fournies.

¢) Pourquoi la fonction f est-elle dérivable sur R ?
Démontrer que pour tout réel X, on a :
fi(x)=e*.(1-6x)
En déduire les variations de la fonction f.
Calculer la ou les valeurs particulieres de f apparaissant dans son tableau de variation.

Seconde partie : probléme de primitive exponentiel(le)
La fonction g est définie sur IR par :

2 (e")é‘—eX +1

g(X)Z.T
K3

Aprés avoir simplifié I'écriture de la fonction g, déterminer la primitive G définie sur IR
de la fonction g telle que G(0)=3.

Troisiéme partie : I'exponentielle, seule contre toutes

La fonction h est définie sur l'intervalle [1; +oo[ par:
X _ 2
h(x) = e —x .

In(x) + x

Déterminer la limite de la fonction h en +oo .

Derniére partie : apparences inverses

On sait que la fonction u(x)=¢e* —x est définie et positive sur IR.
La fonction j est définie par :
. e’ -1
) =——
2" -2x

Déterminer la primitive J définie sur R de la fonction j telle que J (0) =4,

Le corrigé

Premiére partie : affine et exponentielle

a) Lorsque x tend vers +oo, 3.x tend vers +oo . Donc son exponentielle e>* aussi.
Par conséquent :

lim (—2.x + 1).63'X = (—oo)x(+oo) =—0
X—>+0
f(x)

b) Pour tout réel x, nous pouvons écrire :

eS.x _ oXt2X

e —eX XeZ.x
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< Lorsque x tend vers —o, 3.x tend aussi vers —oo . Donc son exponentielle ¢>* tend
vers 0.
Comme —2.x+1 s'en va alors vers +o , f(x) esten —oo une forme indéterminée du

type %0 .
Modifions l'écriture de la fonction f pour lever celle-ci.
Pour tout réel x, nous pouvons écrire :

f(x)=(1-2x)e™* =& —2x>™ =e¥* —2.xe* xe?*

P
Distribuons !
VOyOl’lS si nous pouvons nous prononcer :

X

Quand x tend vers —oo , les exponentielles &> et ¢** tendent vers 0.

Le produit x.e* tend aussi vers 0 d'aprés un résultat du cours.
Par conséquent :

lim 3* —2xe*xe**= 0 -2x 0 x 0 =0-0=0
L ] (] (] [}
X—>=0 f(x) 3X e X

X

¢) Comme les fonctions u(x)=-2.x+1 et v(x) = > sont dérivables sur R alors il en

va de méme pour leur produit f. Leurs dérivées respectives sont :
u'(x)=-2 Vi) =(3x) X =3
Pour tout réel x, nous pouvons écrire :
f'x)=u'.v+v'u
=(-2)x % +3.e3% x (2x+1)= 2.3% —6x.3* +3.3%
3.x

=—6Xx ¢ +1x &% =& x(—6.x+1)
L1 | E—
Facteur... ...commun

L'exponentielle e est toujours positive car c'est une exponentielle.
. 1
Le signe du facteur affine —6.x +1 nous est connu. Il s'annule en e

Par conséquent, les tableaux de signe de la dérivée f' et de variation de f sont :

1
X - - +
Q0 6 o0
X + +
—-6.x+1 + 0 —
f'(x) + 0 —
24/e
3
f 7 N\
0 —0

Pour que le tableau soit complet, calculons I'image de % par la fonction f.

t[£]-(1-2x% Jrewp 351 ]
(léjp(%jgpeljzgm%f

Seconde partie : primitive story

Avant toute chose, rappelons les propriétés opératoires de l'exponentielle :

« Le produit des exponentielles est l'exponentielle de la somme : ¢? e =e?tt,

. . . e e
& Le quotient des exponentielles est I'exponentielle de la différence : — =¢

. . . 1 _
& L'inverse de l'exponentielle est 1'exponentielle de 1'opposé : —=¢
&

a

< La racine de l'exponentielle est I'exponentielle de la moitié : Ve® =e2 .

n
@ La puissance de l'exponentielle est I'exponentielle du produit : (ea) =g
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Appliquons ces propriétés a la fonction g. Pour tout réel x, nous pouvons écrire :

4
X X
2.(e ) —e +1_2'64.x_ex+1_2.e4.x_ex+l

g(x) = e6.X 67)( e3.X
e 2
e 4x-3 3 3 2 3
=25 ————+—5=2e AT XTI pe T =2 —e T e
e X e X e X
Or:
= Une primitive de e* sur R est e*.
_ 1 _ 1
= Pour tout réel x, nous avons : ¢ =X = -3 (-2)xe X = 5% u'xe"
ou la fonction u(x)=-2x est dérivable sur R et a pour dérivée u'(x)=-2.
D B -2.x 1 u _ 1l 2x
onc une primitive de e sur R est —E.e = —E.e .
: -3.x 1 -3.x 1 1y AU
= Pour tout réel x, nous avons : ¢ = —gx (-3)xe = EX u'xe
ou la fonction u(x)=-3.x est dérivable sur R et a pour dérivée u'(x)=-3.
D sl -3x 1 u _ 1 3x
onc une primitive de e sur R est —E.e = —E.e .
Par conséquent, la primitive G de la fonction g sur IR est de la forme :
X 1) ox 1) 3x X e_Z.X 3
G(x)=2e" — 5 e T+ -3 . 7" + Constante = 2.e +T_ + Constante

Reste a déterminer la constante. Nous savons que G (O) = 3. Exploitons cette donnée.

0 e—2><0 —3><0 1 1 5
2e + - +Constante =3 < 2+— _E +Constante =3 < Constante = g
' G(0) ' 13/6

e—2.x e—3.x 5
Conclusion : pour tout réel x, G(x) =2.e* + T3 r

Troisiéme partie : I'exponentielle, seule contre toutes
Quand x tend vers +o0 , les fonctions In(x), x2 et €* tendent toutes trois vers +oo .
Le numérateur e¥ —x> est une forme indéterminée du type oo —oo alors que le

dénominateur In(x)+ x? tend vers +o .

Levons les incertitudes pesant sur h en factorisant ses numérateur et dénominateur par

leurs termes a priori les plus forts : e* et x2 . Pour tout x >1 , hous pouvons écrire :

X2

1-*
X _ 2 X x
h(x)=— X . :e—2>< e
In(x)+x~ x ln(;() 41
X
X 2

e . X
— tend vers +oo . Donc son inverse - tend vers 0% .
X e

Or lorsque x tend vers +oo,

Quant au quotient , il tend vers 0" . Par suite, il vient :

In(x)
2

lim h(x) = (+o0)x 1-
X—>+00

& Les numérateur et dénominateur de h(x) peuvent aussi étre factorisés par x2.

X2 0 % -1 i -1 E
. . X . 2 +o0)—-1 4+ |
lim h(x)= lim ———— = lim & =( ) = w0 :
X—>+00 x—>+0 9 ( In(x) x—>-+o0 IN(X) | 0"+l 1 :
X% =5~ +1 5 + ]
X X I
h(x) 5
Derniére partie : primitive d'inverse
Pour tout réel x, nous pouvons écrire :
. e’ -1 1 -1 1 u
(%)= —ox S
20 -2x 2 ¢f-x 2 u

ou u(x)=e* —x est une fonction positive et dérivable sur IR de dérivée u'(x) =e* —1.
Donc la primitive J de la fonction j est de la forme :

J(x) = %x 1n(u) + Constante = %.ln(eX - x) + Constante

Déterminons la constante. Comme J (0) =4 alors nous pouvons écrire :

l.ln(e0 —0) +Constante =4 < l>< In(1)+Constante =4 < Constante =4
2 2

1(0) B

. 1
Conclusion : pour tout réel x, J(x) = 7 In (eX - x) +4
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Devoir Express No.4

Ce quatriéme devoir express d'une heure eut lieu a la fin octobre 2005. Il abordait dans la
profondeur la fonction logarithme aux travers de deux exercices. Une fois encore les
calculatrices étaient interdites.

L'énoncé

Premiére partie : In, elle s'appelle In...au carré
La fonction f est définie sur l'intervalle ]O; +oo[ par:
£(x) =x>.(1-2.In(x))+1

L'objet de cet exercice est I'étude de la fonction f.
a) Déterminer la limite de la fonction f lorsque x tend vers +oo .

b) Déterminer la limite de la fonction f lorsque x tend vers 0.
Note : une grande attention sera portée aux justifications fournies.

¢) Pourquoi la fonction f est-elle dérivable sur ]0; +oo[ ?

Démontrer que pour tout réel strictement positif x, on a :
f'(x)= —4.X.11’1(X)

En déduire les variations de la fonction f.
Calculer la ou les valeurs particulieres de f apparaissant dans son tableau de variation.

d) Démontrer que I'équation f(x) =0 admet dans l'intervalle ]0; +oo[ une unique

solution que 1'on notera a.
En déduire le tableau de signe de f.

Seconde partie : différend de logarithmes

La fonction h est définie sur l'intervalle ]0; +oo[ par:
h(x) = 1n(x) —ln(x2 + 4)

L'objet de cet exercice est I'étude de la fonction h.

a) Déterminer la limite de la fonction h lorsque x tend vers 0.
b) Déterminer la limite de la fonction h lorsque x tend vers +oo .
Note : une grande attention sera portée aux justifications fournies.

c) Compléter 1'égalité suivante : 1n(23) =...

Exprimer h (2) en fonction de In (2) .

d) Pourquoi la fonction h est-elle dérivable sur ]0; +oo[ ?
Démontrer que pour tout réel strictement positif x, on a :
2
hx)=— X
x.(x2 + 4)

En déduire les variations de la fonction h.

Le corrigé

Premiére partie : In, elle s'appelle In...au carré

a) Lorsque x s'en va vers +w , les fonctions x? et In tendent toutes les deux vers +oo .
Donc la différence 1-2.In(x) tend vers —oo . Par conséquent :

lim x2.(1—2.1n(x))+ll = (+90) x(—00) +1=—o0+1=—o0

X—>+00 |
f(x)

b) Lorsque x tend vers 0 (par la droite), x2 tend vers 0 alors que In(x) tend vers —oo .
Dongc la différence 1—2.In(x) s'en va vers +oo . Il vient alors :

lim x2.(1 —2.1n(x))+1 = 0x(+00)+1= Forme indéterminée +1
X—>+00 | f(x) 1

Sous la forme proposée, la fonction fest en 0" une forme indéterminée du type 0xoo .
Pour lever cette incertitude, nous allons développer l'expression de f(x) et chercher a
nous appuyer sur des limites particulieres vues dans le cours.

Pour tout réel strictement positif X, nous pouvons écrire :

f(x)= x2.(1—2.ln(x))+l =x° —2.x2.ln(x)+l =x%-2xx x.ln(x)+l
Or lorsque x tend vers 0", le produit x.ln(x) tend vers 0. Par conséquent :

lim x* -2xxx.In(x)+1=0" -0 x0" +1=0-0+1=1
x—0" L oY !
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' L'avenir de la fonction f en 0

i La fonction f peut étre prolongée par continuité en 0 en posant f (0) =Il.

i Cependant, il n'est alors pas siir que la fonction f soit pour autant dérivable en 0.
! . ; . .. 4 . f (X) —f (O)

: Pour le savoir, déterminons la limite lorsque x tend vers 0" du quotient -
. X —

i Pour tout réel strictement positif x, nous pouvons écrire :

£(x)=£(0) _x*(1-2n(x))+1-1 _x*(1-2.n(x)) o 2xin(x)
x—-0 X X

. . . f(x)-1(0)
. Conclusion : Comme lim ——~=
: x—>0t  x—0

=0-2x0=0 alors la fonction prolongée f est

 dérivable en 0 et son nombre dérivé f '(0) est égal a 0.

¢) La fonction u(x)= x? est dérivable sur R et sa dérivée est u'(x)=2.x .

. L. (e, 1
La fonction In est seulement dérivable sur ]0; +oo[ et sa dérivée est (ln(x)) =—.
X

Donc la fonction v(x) =1-2.In(x) de dérivée v'(x) = _2 est dérivable sur |0;+o0[ .
X

Par conséquent, le produit uxv n'est dérivable que sur l'intervalle ]0; +oo[ tout comme
la fonction f =uxv+1. Calculons sa dérivée. Pour tout x € ]O; +oo[ , ous avons :
f'(x) =u’xv+v’xu+(l)
-2 2
=2xx(1-2.In(x))+—xx” +0=2x-4xIn(x) - 2.x = —4.x.In(x)
X
Sur l'intervalle ]O; +oo[, le facteur affine —4.x est strictement négatif.
Par contre In s'annule en 1, est négative avant et est positive apres.

Nous allons pouvoir déterminer le signe de leur produit f'(x) qui nous donnera les
variations de la fonction f.

X 0 1 +00
—4.x - -
In(x) - 0 +
f'(x) + 0 —
2
f 7N
1 —0

Pour que le tableau soit complet, calculons I'image de 1 par la fonction f.
f(l) :(1)2.(1—2.ln(1))+1 :1><(1—2><O)+1 =1x1+1=1+1=2

d) Comme la fonction f était dérivable sur l'intervalle ]0; +oo[ alors elle y est continue.

Concernant les variations de f, il y a ce qui se passe avant 1 et ce qui arrive apres.
D'aprées son tableau de variation, la fonction f est strictement supérieure a 1 sur ]0;1[ .

Donc 1'équation f (x) =0 n'a aucune solution dans cet intervalle.
Par contre, la fonction f est continue et strictement décroissante sur l'intervalle [1; +oo[ ,

passant de 2 4 —oo . Par conséquent, f est une bijection de [1;+o0[ dans ]-o0;2].

Donc 0 € |-0;2] a un unique antécédent o dans [1;+oo[ par la fonction f.

Conclusion : 'équation f(x)=0 a une unique solution a dans l'intervalle |0;+o0[ .

< La fonction f est strictement positive sur l'intervalle ]0;1[ . Ensuite, apres 1, elle

décroit strictement, s'annulant en a. Elle est donc positive avant et négative apres.

X |0 o +00
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Seconde partie : différend de logarithmes

a) Lorsque x tend vers 0 par la droite, In(x) tend vers —oo .

Comme x° +4 tend alors vers 4, son logarithme ln(x2 + 4) tend vers 1n(4) . Ainsi :

lim ln(x)—ln(x2 +4) = (—oo)—]n(4) = —0
x—0" f
h(x)

Conséquence : I'axe des ordonnées est une asymptote a la courbe représentant h.

b) Quand x tend vers +oo , In(x), x% +4 etson logarithme népérien ln(x2 + 4) tendent
tous trois vers +oo . Par conséquent :

lim In(x) —ln(x2 +4) =(+%0)—(+) = Forme indéterminée

X4)+OOI f

h(x)
Pour lever celle-ci, utilisons une propriété de In : la différence des logarithmes est le
logarithme du quotient. Pour tout réel strictement positif X, nous pouvons écrire :

h(x)=ln(X)—ln(X2+4):ln( i jzln ISV W NS AV

1 4
Quand x tend vers +oo , — et — tendent vers 0. Donc tend vers 0x
X X X +4 1+0

Par conséquent, son logarithme népérien h(x) tend vers —oo .

X X

% Une autre voie h(x)=m(x)_m(xx(x+i}]=m(x){m(x)+m[x+iﬂ=...

¢) Le logarithme de la puissance est le produit de I'exposant par le logarithme. Par suite :
h(2)=In(2)-In(2* +4)=In(2)-In(8) = In(2)~In(2* | = In(2)~3.In (2) = 2.In(2)

d) La fonction In est dérivable sur l'intervalle ]0; +oo[ et sa dérivée est l
X

La fonction u(x)= x2 +4 est dérivable sur R, sa dérivée est u '(x)=2x et surtout elle

y est toujours strictement positive. Donc son logarithme In (u) est aussi dérivable sur IR

et sa dérivée est :

Cou'(x 2.x
[ln(x2+4)] = ( ): 3
u (X) X" +4
Par conséquent, la différence h de ces deux fonctions logarithmes est dérivable sur
l'intervalle ]0; +oo[ et pour tout réel strictement positif x, nous avons :

2 2
h'(x) _1o2x 1X(X +4)_2’X 3 x2+4-2x> 3 4-x2 3 (2—X).(2+x)
X x?+4 x.(x2 +4) x.(x2 +4) x.(x2 +4) x.(x2+4)
Connaissant les signes des quatre facteurs, nous pouvons déterminer celui de la dérivée
h ’(x) qui nous donnera les variations de la fonction h.

X 0 2 +00
—X+2 + 0 -
X+2 + +
X + +
x> +4 t +
h’(x) + 0 —
-2.In(2)
" /) N
—00 —00
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. 7 EENREREN BEEEEEENEE
o ] ] ] ] ] ] ] ] ] ] ]
Devoir Surveillé No.”Z T T TP T T T T T
| | | | | | | | | | |
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
Le contexte A T I I A T A T
Ce second devoir de deux heures de I'année eut lieu a la fin novembre 2005. 11 se i i E i i i i i i i E
constituait d'un probléme portant sur 1'étude d'une fonction en exponentielle et de quatre R s e B i il Rt chet & o Rl e el EEL b b Lt S ek EhE SRl L ey
petits exercices sur les complexes ou devaient étre mises en oeuvre des compétences ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! !
directes. Les calculatrices étaient autorisées. ' ' ' ' ' ! ' ' ! ' '
| | | | | | | | | | |
| 4 4 1 1 : : 1 : 1 : 1 1 :
L'enonce NN AN O L R R S N
] ] ] ] ] ] ] ] ] ] ]
Premiére partie : la revanche de 1'exponentielle '"E """ E“'"E‘""'E“ “E‘“'/’,5'“'“E“'“E‘“'“E“ “E“““E """ E“'
La fonction f est définie sur IR par : : : i : : : : i : : i
f(x)=—= 0 T T O N R T WO O O
) ) ) ) ) ) ) ) ) ) )
€ —X | | | | | | 1 1 1 1 1
On appelle (C) sa courbe représentative. : : i : : : : i : : i
La fonction auxiliaire g est définie sur IR par : ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; ;
-5 ) =3 =2 =1 1 2 2 4 L 6
g(x)=¢" —x-1 A A I B N A e
a) Etudier les variations de la fonction g sur IR. : : : : : : : : : : :
En déduire le signe de g(x) . : : E : : : : i : : E
Démontrer que pour tout réel x, la différence e* —x est strictement positive. "'i _____ i"'"i"""i" "i":ofj"'"i"'"i"""i" "i"""i ____ i"'
| | | | | | | i | | |
b) Déterminer les limites de la fonction f lorsque x tend vers —oo , puis vers +oo . | ' ' ' ' ' ' ' ' | |
Interpréter graphiquement les résultats précédents. i i i i i i i i i i i
¢) Calculer la dérivée f'(x) de la fonction f. | | | | | | | | | | |
. L . e e e e S s ——n———;]- e L e e R it R S E
Etudier les variations de la fonction f. | : : : : : | | | | |
d) Déterminer une équation de la tangente (TO) a la courbe (C) au point d'abscisse 0. ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! !
En utilisant la question 1.a, étudier la position relative de la courbe (C) par rapport a la ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! !
droite (TO) . | | | | | | | i | | |
R s a0 B e e e
] ] ] ] ] ] ] ] ] ] ]
¢) Dans le repére ci-contre, tracer la droite (TO) , les asymptotes rencontrées et la courbe
(©).
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Seconde partie : deux équations complexes

Résoudre dans C les équations suivantes d'inconnue z :

(2+i)z+6i=5iz+2 (3+24)z+6i=10-iZ

Note : une grande attention sera portée a la rédaction et au détail des calculs.

Troisiéme partie : la puissance de I'argument
Déterminer (par le calcul) le module et un argument du nombre complexe :

Z=-J6-2.i

Démontrer que Z'%% est un réel strictement négatif.
Note : une grande attention sera portée a la rédaction et au détail des calculs.

Quatriéme partie : I'angle de I'argument

Le plan complexe est muni d'un repére orthonormé direct (O;1, V).

Dans celui-ci, les points A, B et C ont pour affixes respectives 1—i ; 3—2.i et 2.i.
Déterminer par le calcul une mesure de 1'angle orienté (A‘E,KE) .

Note : une grande attention sera portée a la rédaction et au détail des calculs.

Derniére partie : on va tout casser !
Le polynome P est défini par :
P(z) =27%-473+82%>—42+6

a) Démontrer que les nombres i et —i sont deux racines du polynome P.

b) Pourquoi le polynome P est-il factorisable par 224179
Déterminer trois réels a, b et ¢ tels que pour tout nombre complexe z, on ait :

P(z)= (22 +1).(a.z2 +b.z+c)

¢) Résoudre dans € I'équation P(z)=0.

Le corrigé

Premiére partie : la revanche de I'exponentielle
a) Comme la fonction exponentielle et la fonction affine u(x) =—x—1 sont dérivables

sur IR alors il en va de méme pour leur somme g.
Pour tout réel x, nous pouvons écrire :

g'(x) =(ex —x—l) =e* -1
Comme la fonction exponentielle est strictement croissante sur IR et que e =1 alors :
= Si x<0 alors e* <e” =1 donc e¥-1<0.
= Six=0 alors ¢*-1=0.

= Si x>0 alors e >e’ =1 donc e* —1>0.
Connaissant le signe de sa dérivée g'(x), nous pouvons en déduire les variations de g.
Le tableau de celles-ci est le suivant :

X — 0 +00
gy=c*-1 -0+
+00 +00
: N /)
0

Pour que le tableau ci-dessus soit complet, calculons 1'image de 0 par g :
g(0)=e’-0-1=1-1=0
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Quid des limites de g aux infinis ?
Les limites de g ne sont pas nécessaires a la résolution de l'exercice et ne sont d'ailleurs
pas demandées. C'est pourquoi nous allons les déterminer.
lim * —x-1=0—(-o0)-1=+w0
Xy
g(x)
Sous 1'écriture proposée, g est en +oo une forme indéterminée du type o —oo. Une
modification s'impose donc dans 'expression de g(x).

X—>+00 X—>+00 =

lim e*—-x—-1= lim ex.(l—ei—eixJz(Jroo)x(l—OJr—0+)=(+oo)><l=+oo

2 D'apres le tableau de variation précédent, nous pouvons affirmer que le minimum de
la fonction g sur IR est 0. Il est atteinten x =0.

Donc le tableau de signe de g(x) est le suivant :

X | —0 0 +00

g(x) | + 0 +

< Par conséquent, pour tout réel X, nous pouvons écrire :

g(x)=0 donc e*-x-1>0 donc e*—x>1 donc e*—x estpositif

Conclusion : pour tout réel x, la différence e* —x est strictement positive.

b) Quand x tend vers —o , e* —x tend vers 0 —(—oo) =+,

. , « o LY
Donc g est en —o une forme indéterminée du type — . Pour lever cette derniere,
o0

factorisons les numérateur et dénominateur de g(x) par leurs termes les plus forts.
Pour tout réel non nul X, nous pouvons écrire :

f(X) = eXX_X :%X exl — exl
——1 —-1
X X
e* * 1
Quand x tend vers —oo, — tend vers — = 0" x— =0"x0~ =0~ . Par suite :
X —o0 —00
lim f(x)= lim ! :;:i:—l
X—>—0 x——o gX ! 0 -1 -1

X

Conclusion : la droite horizontale d'équation y = —1 est une asymptote a la courbe (C) au
voisinage de —o .

X

. € .

lim — = +o0. Par conséquent :
X—>+00 X

. . 1 1 1

lim f(x)= lim =
X—>+00 x—>+w0 X

< D'apreés un résultat du cours, nous savons que :

X
Conclusion : I'axe des abscisses, c'est-a-dire la droite d'équation y =0, est une

asymptote a la courbe (C) au voisinage de +oo .

¢) La fonction f est le quotient des fonctions dérivables sur R suivantes :
e u(x)=x dedérivée u'(x)=1.

e v(x)=¢e* —x quine s'annule jamais sur R et de dérivée v'(x)=¢* —1.
Donc la fonction f est dérivable sur IR et pour tout réel x, nous avons :
X X

RN S l.(e —x)—(e —l).x ¥ ox-xef+x  ef-xe® e (1-x)

(x)= 2 2 = 2 . 2 . e

(e* -x) (e* -x) (*=x) (e*-x]

Le signe de la dérivée donne les variations de la fonction. Le tableau de variation de f est
le suivant :

X —o0 1 +00
eX + +
-x+1 + 0 -
(ex _X)2 + +
f'(x) + 0 -
b
e—1
f / N
-1 0
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Pour que le tableau soit complet, calculons I'image de 1 par la fonction £ :

1 1
f(1)= =——~=0,58
() el_l e—1

d) L'équation réduite de la tangente (TO) estde la forme: y= f'(O) X (X - 0) + f(O) .
Calculons le nombre dérivé de fen 0 et l'image de O par f.

f'(o):eox(l_o): Iy £(0)= :LO:

(o (1=0F o 1

Conclusion : I'équation réduite de la tangente (Ty) est: y=1x(x—-0)+0=x.

< Pour connaitre la position relative de la courbe (C) par rapport a sa tangente (To) ,

étudions la différence d'ordonnées entre ces deux objets. Pour tout réel x, nous avons :

x—x.(ex _X) _ x+x% —x.e¥ _ (_X)'[I_X_ex] (—x)g(x)

X
f(X)_y: X —X= X X X = X
e e —x e —x e’ —x e’ —x e* —x
(©)~(To)

Connaissant les signes des trois facteurs, nous pouvons connaitre celui du quotient :

X -0 0 +o0
—x + 0 -
g(x) + 0 +
e —x + +
(€)=(To) + 0 -

Conclusion : la courbe (C) au-dessus de sa tangente (T,) sur I'intervalle |-o0;0[, la

croise en 0, puis est au-dessous sur l'intervalle ]O; +oo[ .

d) A part la courbe (C), il y a trois droites a tracer : les deux asymptotes et la tangente.

)i iy
Alg)
/7
/
7 (©)
SN
\\\
4 2 =0 2 4
/
— ——/{vy Jo
yE-—1

Seconde partie : deux équations complexes
> Résolvons dans C 1'équation (2 + i).z +6.i=5iz+2.
(2+i)z+6i=5iz+2 & (2+i)z-5iz+=2-6i < (2-4i)z=2-6i
L _2-6d (2-64).(2+44) 4+8i-12i+24
2-4i (2-40)(2+48) (2 +(—4)

Un nombre x son conjugué=module2
28—4i 28 4 ., 7 1,
Z=————=———li=———1
20 20 20 55
Conclusion : la solution de I'équation est le nombre complexe 1,4—0,2.i .

S Résolvons dans € l'équation (3+2.).z+6.0=10-iZ.
On appelle x et y les parties réelle et imaginaire de l'inconnue complexe z. Nous avons :
Z=X+1y Z=X+1iy
L'équation devient :
(3+2.i).z+6.i =10-iz < (3+2i).(x+iy)+6i=10-i(x—iy)
& 3x+34iy+2ix-2y+6i=10-ix-y
< (3x-2y)+i(2x+3.y+6)=(10-y)+i.(—x)

Deux nombres complexes égaux
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Deux nombres complexes sont égaux lorsque et seulement lorsque leurs parties réelles et
imaginaires sont respectivement égales.

(3424)2+6i=10-i7 < 3x-2y=10—y et

Mémes parties réelles

2Xx+3.y+6=—x
Par conséquent, les réels x et y sont les solutions du systéme linéaire 2x2 :
3x-y=10 < 3x-y=10 (1)

{ x+y=-2 (2
Pour résoudre ce dernier, nous allons procéder par substitution.
A partir de I'équation (1), on exprime y en fonction de x.

3x-y=10 & -y=10-3x < y=-10+3x

Dans l'équation (2), on remplace y par ce qu'il vaut en x. Par suite :

3x+3y=-6 <&

O —

y
Il vient alors pour y :

(-10+3x)+x=-2 < -10+3x+x=-2 < 4x=8 < x=%=2

y=-10+3x2=-10+6=—4

X

Conclusion : la solution de I'équation (3 +2.i ) Z+6i=10-iz estle complexe 2—4.i.

Troisiéme partie : la puissance de I'argument
< Calculons le module du nombre complexe Z = J6 -2

12 =|N6 ~V2.i[ =[(V6) +(~2) =652 =B =VAx\2 =242

Conclusion : le module du nombre complexe Z = J6 =2 est 242 .

< Déterminons un argument de Z.

z Jo-2i & i, Bl 2. B,

= = — A= - 1= .
1z 242 242 2420 242 2420 2 2

. . I . , RV 1 .
Les cosinus et sinus de _E sont respectivement €gaux a 7 et —E. Par suite :
z 31, AT T 4%
— =———1d=C08| —— [+i.siIn| —— |=¢
|zl 2 2 6 6

Conclusion : un argument de Z = J6 -2 est —% .

< Intéressons-nous a l'argument de 7'%6 Nous pouvons écrire :
Arg(7%0)=126x Arg(Z) = 126x%n = 21x=n modulo 2.1

Or les seuls complexes ayant un argument égal a © sont les réels négatifs comme —1 .

Zl 26

Conclusion : est un réel négatif.

Quatriéme partie : I'angle de I'argument
ZC ~ %A

Une mesure de I'angle orienté (A‘E,XE) est un argument du complexe
ZB ~ZA

Calculons ce dernier.
zc-z5  2i—(1-i) —1+34  (-1+34).(2+i)  2-i+6i-3
25—z (3-24)-(1-i) 2-i - (2-i).(2+i) P -()

On multiple par la quantité conjuguée

_ =5+5. 14

De fagon a obtenir un argument de —1+1i, calculons le module de ce dernier.

1+d] =y (=1)? + (1) =NT+1=12
Par suite, il vient que :

ki Slwi 11 N2 2
|-1+i| 2 22 2 2
N

. . ¥ . , . 2 .
Or les cosinus et sinus de e sont respectivement égaux a - et — . Par suite :

. 3.
~1+i V2 .2 [3.71} ..(3.71) .
=——+1.— =CO0S T +1.81n T =€

|-1+i 2 2

an

»|

Zc —ZA
ZB —ZA

. 3m .
Conclusion : un argument du nombre complexe est — . C'est aussi une

mesure de 'angle orienté (A—B,Ki) .
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Derniére partie : on va tout casser !
a) Avant toutes choses, rappelons les puissances deux, trois et quatre de i.
2
2=1 P =i’xi=(-1)=xi=—i it = () = (-1 =1
Et aussi celles de son opposé —i =(—1)xi :

(=i)* = (=1)*xi? =1x(~1) =1 (i) = (=1 xi® = (1) x(=i) =i
(i) = (-1)* xi* =1x1=1
A présent, nous pouvons calculer les images de i et —i par le polyndme P :
= P(i)=2xi*—4xi +8xi* ~4xi+6=2+4i-8-4i+6=0
= P(=i)=2x(=i)! —4x(=i) +8x(—i)’ —4x(=i)+6=2-4i-8+4i+6=0

Conclusion : leurs images par le polynome P étant nulles, les nombres i et —i sont deux
racines du polynome P.

b) Comme i et —i sont deux racines du polynome P alors on retrouve dans la forme
factorisée de P les facteurs z—i et z—(—i)=z+i .
Autrement dit, pour tout nombre complexe z, nous avons :

P(z)=(z—i).(z+i)x... =(Z2 —iz)x... =(22 —(—l))x... = (22 +l)><...

Conclusion : le polynome P est factorisable par z2+1.

< Factorisons le polynéme P par la forme du second degré 22 +1.
Pour tout nombre complexe z, nous pouvons écrire :

P(r)= 22% -42 4827 -4246=27"(7 +1)-227 427 4877 ~42+6

Combien de 1 7 ]
fois 22 +1? 2z
- 2.22.(22 +1) 47° 16224246
| I—
Combien
de Z2+1?
- 2.22.(22 +l)—4.z.(22 +1)+4.z+6.22 4746
N — |
—4.Z3
- 2.22.(22 + 1)—4.2.(22 +1)+ 6.2% +6=27°. (22 + 1) _4z. (22 + 1) +6. (22 +1)
| IE—|
Par6... [N 1 | 1 |
Voila le... ...facteur... ...commun

= (22 + 1).(2.22 —4z+ 5) < Voila le résultat recherché mais continuons...

P(2)=(z—i).(z+i)x2x [z2—2.z+3} =2x(z—i)-(z+i){(z—1)2—1+3}
| I |
2241 22227 est le début de

Diaprés 5. Tidentité (z—1)*
2 e[ 2] 2 o)< 1 (2
- ZX(Z—i).(Z+i)>{(z—1)2 _(i,ﬁ)z}

a2 _p2
:2><(z—i).(z+i)><(z—l—i.\/5).(z—l—i.\/5) < P est entiérement factorisé
T @) (@)

c¢) Pour résoudre dans C I'équation P (z) =0, utilisons sa forme totalement factorisée.
P(2)=0 & 2(z=i).(z+i)(2-1-ix2)(z-1+i32} =0

Or dans € comme dans IR, un produit est nul lorsque et seulement lorsque 1'un de ses
facteurs l'est. Par suite :

P(z)=0 & z-i=0 ou z+i=0 ou z-1-ix2=0 ou z-1-i2=0
© z=—i ou z=—-i ou z=1+ix2 ou z=1-i2
Conclusion : I'équation P(z) a quatre solutions dans € : —i ; i ; 1—i~/2 et 1+i~/2 .

Par contre, elle n'en a aucune dans IR.
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Devoir Express No.5

Ce cinquiéme devoir express d'une durée d'une heure abordait les nombres complexes
sous leur application géométrique. Nous étions alors au début du mois de décembre 2005
et le bac blanc approchait a grands pas.

Les calculatrices étaient autorisées.

L'énoncé

Premiére partie : l'interprétation du quotient
Le plan complexe est muni d'un repére orthonormé (O3, V) .

Les points A, B et C ont pour affixes respectives z, ; zg et zc.

a) Exprimer en fonction des trois affixes z, ; zg et z¢ :
A —_—
AC_ (AB,AC) =
AB

[
Angle orienté

Dans la suite de l'exercice, chaque bonne réponse rapporte 1,5 points et chaque mauvaise
en enleve 1. Une question sans réponse ne rapporte ni n'enléve aucun point. Si le total
des points obtenus a cette partie de I'exercice est négatif, il est ramené a 0.

Pour chaque question, on entourera la réponse choisie. Aucune justification n'est
demandée.

. Zc—Z . . . .
b) On sait que ZC_"A _ 2. Parmiles quatre affirmations, laquelle est vraie ?
ZB T ZA

Les points A, B et C sont alignés. Le triangle ABC est rectangle en A.

Le triangle ABC est isocele en A mais pas

équilatéral, Le triangle ABC est équilatéral.

. Zc—Z
¢) On sait que €A

ZB —Zp

=—15. Parmi les quatre affirmations, laquelle est vraie ?

Les points A, B et C sont alignés. Le triangle ABC est rectangle en A.

Le triangle ABC est isocele en A mais pas

équilatéral, Le triangle ABC est équilatéral.

ZC—ZA _ 1"1‘\/51'
ZB —ZA

d) On sait que

. Parmi les quatre affirmations, laquelle est vraie ?

Les points A, B et C sont alignés. Le triangle ABC est rectangle en A.

Le triangle ABC est isocele en A mais pas
équilatéral.

Le triangle ABC est équilatéral.
Seconde partie : ensembles avec les complexes

Le plan complexe est muni d'un repére orthonormé (O;1,V) .

a) Déterminer la nature et les attributs de 1'ensemble & des points M d'affixe z tels que :
[2z+6-2i|=14

b) Déterminer la nature et les attributs de 1'ensemble Fdes points M d'affixe z tels que :
liz—4+3.|=|z+5-1]

c¢) Déterminer la nature et les attributs de I'ensemble G des points M d'affixe z de la
forme :

z=4e"'—216i oltestunréel quelconque.
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Derniére partie : silence, ¢a tourne !
Le plan complexe est muni d'un repére orthonormé (O; u, \7) .

On appelle A le point d'affixe —3—2.i

. T
On note r la rotation de centre A et d'angle 7

a) Soit M un point quelconque d'affixe z.
On appelle M' son image par la rotation r. L'affixe de M' est notée z'.
Déterminer 1'écriture complexe de la rotation r.

b) On note B le point d'affixe b=7-5.i . On appelle B' I'image de B par la rotation r.
Calculer I'affixe b' du point B'.

c) Le point C' d'affixe c'=5+4.i estl'image du point C par la rotation r.
Déterminer l'affixe ¢ du point C.

d) M est un point du plan d'affixe z. On appelle M' son image par la transformation T.
On note z' I'affixe du point M'.
L'écriture complexe de la transformation T est :
z' =7+3i-iz
[
T(z)

Déterminer la nature et les attributs de la transformation T.

Le corrigé

Premiére partie : l'interprétation du quotient
a) D'aprés ce qui a été vu en cours, nous pouvons écrire :

(AB.AC) - Arg[ﬂj
Zg —Zp

£_|Zc ~2z4| _|Zc—ZA|

AB |ZB—ZA| |ZB—ZA| iy
Angle orienté
b) Dans le présent cas et en application ce qui vient d'étre écrit, nous avons :
A —
A€ pil=2 (AB,AC) = Arg(2.i) == modulo 2.1
AB 2
Conclusion : l'angle orienté (E,A_(f) étant droit, le triangle ABC est rectangle en A.

Par contre, comme AC =2xAB alors il n'est pas isocéle en A.

¢) Comme le rapport ZeTza

ZB —Zp

est un réel alors les vecteurs AB et AC sont colinéaires.

D'ailleurs, comme z¢ —z5 =—15%(zg —24 ) alorsona: AC =~15.AB. Conclusion :

les points A, B et C sont alignés.

d) Dans le présent cas, nous pouvons écrire :

AC _|1++34| |1
AB | 2 | |2
Donc AC=AB.

Par conséquent, le triangle ABC est au moins isocele en A. Voyons s'il ne serait pas
équilatéral avec en déterminant la mesure de I'angle

au sommet (A‘E,KE) . C

(AB.AC) :Arg[%+§.iJ

-{eo(3 5]

T A X B
=Argle 3 =3 modulo 2.

. T . L
Conclusion : comme l'angle au sommet A mesure 3 =60° alors le triangle ABC isocele

en A est aussi équilatéral.

Seconde partie : ensembles avec les complexes
a) Pour pouvoir nous prononcer sur 'ensemble E, modifions 1'égalité le caractérisant.
M daffixe z appartient 4 & < [2z+6-2i[=14 < [2(z+3-i) =14
e 2xlz-(3+i)=14 < |z—(-3+i)|=7
|- S |
2 Z—-Zp
& AM=7 ou le point A a pour affixe —3+i.

Conclusion : l'ensemble E est le cercle de centre A d'affixe —3+1i et de rayon 7.
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b) Pour connaitre la nature de I'ensemble F modifions l'égalité le caractérisant. Conclusion : la rotation » a pour expression complexe ( z) =z7'=iz-5+i.
M daffixe z appartient a ¥ < |i.z—4+3.i| = |z+5 —i| = |i.(z+4.i +3)| = |Z+ 5—i|
P |,| x | 74+ 4.0+ 3| = | Z+5— i| i Le point sur...les valeurs particuliéres de l'exponentielle imaginaire
= : , T . 3m , T .3.m
1 . . 5 | =0 _gi2m ice2_e 2 |2 i i e 2.0 2 :
o AM=BM {01‘1 les points A et B ont pour affixes b) Comme le point B' est 1'image de B par la rotation r alors nous pouvons écrire :
respectives —3—4.i et —5+i. b'=r(b)=ib-5+i=i(7-5i)-5+i=Ti+5-5+i=8.i
Conclusion : Fest l'ensemble des points M équidistants de A et B : c'est la médiatrice du Conclusion : le point B' a pour affixe 8. .

segment [AB].
¢) Comme le point C' est I'image de C par la rotation r alors nous avons :

Le point sur...les propriétés du module C a pour image C' par la rotation r < r(c)=c'
: Le module du nombre complexe z est défini par : |z| = \/[Re(z)J2 + [Im(z)}2 & ic-5+i=5+4i < ic=10+3.i
t C'est un réel positif ou nul. Le module d'un nombre réel est sa valeur absolue. - c= 10+34 _ (10+3.4)x (i) =3-10.

i A l'instar de celle-ci, il ne laisse passer que les opérations de la famille multiplication.

3 |z| _ |z|n Conclusion : le point C a pour affixe 3—-10.7 .

z

Z’

= Zn
21
» Par contre, le module n'est compatible ni avec 'addition, ni avec la soustraction.

j ; . d ! Commengons par déterminer les affixes ® des points Q invariants par T.
Frze] el s ferfshiel] . s >y
L Le point Q daffixe o est invariant par T < T(Q)=Q < 7+3i-io=0

b Inégalité triangulaire 1
& THdizotio o T+3i=o(l+i)

foxz]=Jel«|2

d) Vu son écriture complexe T(z)=z'=—iz+7+3.i,T semble étre une rotation.

¢) Pour ce qui concerne l'ensemble G, nous pouvons écrire : - 7+3.i (7 +3. )(1 +1i )
. w= =
M daffixe z appartienta G <> Ilexisteunréel ttel que z= 4 "' +(-2+6.0) 1+i (1+i).(1+1)
Ral;on —_
Centre (7+3.i).(1—i) T-Ti+3i+3
Conclusion : I'ensemble G est le cercle de centre le point d'affixe —2+6.i et de rayon 4. & o= ) = )
|1+i] 2 2

e (1 +(1)
. Egalement : si M(z)eG alors |z—(—2 e 6.i)| = ‘4.&:” = |4| <left=4x1=1 )
] 10-4.i ,
------------------------------------------------------------------------------------------------- 0= =5-2.i

Derniére partie : silence, ca tourne ! Donc la transformation T a un seul point invariant : Q d'affixe ®=5-2.i .

Ce nombre complexe o vérifie I'égalité w=7+3.i—-i.o.
Désormais, nous pouvons mettre en évidence que 'écriture complexe de T est celle d'une

% .
M'(z'") est limage M(z) par la rotation r < z'—(—3—2.i):e’.2.[z—(—3—2.i)} rotation.
2'=ifz+3+24]-3-2i
z'=iz+3i-2-3-2i

z'=iz-5+i

a) Nous pouvons écrire :

g0 ¢
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Pour tout nombre complexe z, nous pouvons écrire :
z'=74+3i-iz

o=7+3i-i0

z-w=-iz—(-io) & z-w=-i(z-0)

LT
i X
Or —i=¢ 2. L'écriture complexe de la transformation T devient :
4T
z'-(5-2i)=e 2.(z-(5-2i))
Conclusion : T est la rotation de centre Q d'affixe ® =5-2.i et d'anglé —g .

Le point sur...les fonctions affines de C qui sont des transformations.
Les fonctions affines de C sont des fonctions T de la forme :

T(z)=az+b
ou a et b sont deux coefficients complexes.
Suivant la valeur de a, la fonction affine T est une certaine transformation du plan :

= Sia=1 alors T(z)=z+b estune translation de vecteur i d'affixe b.
= Si aestunréel k alors T(z)=k.z+b estune homothétie de rapport k.

Ainsi la fonction T(z)=—-4.z+2—i est une homothétie de rapport —4.

= Si a est un nombre complexe de module 1 alors a est de la forme a = ed
o . 2-iN2 , .
Ainsi la fonction T(z)= \/7—2“/7.2 +5+3.i est une rotation d'angle —% .

e—i.rr/4
= Si a =—1 alors la transformation T a pour expression complexe :
T(z)= (-1)z+b = ¢&"z+b
N |

Homothétie de rapport —1 Rotation d'angle n

T (Z) =¢"® 2+ b est alors une rotation d'angle 0.
T est alors est une symétrie centrale.
i On détermine le centre d'une homothétie ou d'une rotation en cherchant les points
© invariants par la transformation T, c'est-a-dire les points M dont l'affixe est solution de

I'équation T (Z) = z . Autrement dit, on doit résoudre cette derni¢re équation !
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Le premier bac blanc

Ce premier bac blanc intervint juste avant les vacances de Noél 2005. Il abordait tous les
points vus depuis le début de I'année et méme un peu avant : dérivabilité et limites, les
fonctions exponentielle et logarithme népérien, nombres complexes. Il ne comportait
aucune question de cours et était constitué¢ d'exercices de bac plus ou moins adaptés.
D'une durée de quatre heures, les calculatrices étaient bien entendu autorisées.

L'énoncé

Premier exercice : les racines ont le tournis

Le plan est rapporté a un repére orthonormé direct (O;, V) .

Le polynéme P est défini pour tout nombre complexe z par :
P(z)= 2 -8.

a) Déterminer une racine réelle du polynome P.
Déterminer trois réels a, b et ¢ tels que pour tout nombre complexe z, on ait :

P(z)= (z—2).(a.22 +b.z+c)
Résoudre dans C 1'équation 22 -8=0.

A, B et C sont trois points du plan d'affixes respectives :
zp =—1+i:3 7 =2

zc =-1-iAf3

b) Ecrire les nombres complexes z, et zc sous forme trigonométrique.
Déterminer la nature du triangle ABC.

On appelle F la transformation du plan qui a tout point M d'affixe z associe le point M'
d'affixe z' telle que :

z'= i.(4—z)+10
¢) Déterminer la nature et les attributs de la transformation F.

d) Déterminer l'image de la droite (AC) par la transformation F.

Second exercice : une fonction assez complexe
Le plan est rapporté a un repére orthonormé direct (O;ﬁ,V) .

La fonction f est définie pour tout nombre complexe z € C\ {—i;i} par:

z
f(z)=
()22+1

On appelle A et B les points d'affixes respectives i et —i .

a) Calculer f(2+1).

b) En la résolvant, déterminer les deux solutions complexes z; et z, de I'équation :
1
f(z)=—7.
“5

On les écrira d'abord sous forme algébrique, puis sous forme trigonométrique.

¢) On pose z=x+1i.y oux ety sont les parties réelle et imaginaire du complexe z.

Etablir que :
(e = x.(x2+y2+l) i (—y).(x2+y2—l)

2 2
(x2 —y2 +1) +4.x2.y2 (x2 —y2 +1) +4.x2.y2

d) Déterminer 1'ensemble £ des points M d'affixe z tels que f (z) soit réel.

Note : on pourra s'intéresser a la partie imaginaire de f(z).

e) Déterminer l'ensemble & des points M d'affixe z tels que Arg[f (z)] = g

Troisiéme exercice : exponentielle vs logarithme
La fonction f est définie sur ]0;+oo[ par :
f(x)=e* —In(x)

On appelle (C) sa courbe représentative.

a) Déterminer la limite de la fonction fen 0.

|
En remarquant que f(x)= X'[e__ﬂ]
X X

, déterminer la limite de fen +oo .

Le cas échéant, interpréter graphiquement les résultats précédents.
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b) La fonction g est définie sur [0; +oo[ par:

g(x)=xe* -1

Calculer les images de 0 et 1 par la fonction g.
Etudier les variations de la fonction g. (Ses limites ne sont pas demandées)

Démontrer que I'équation g(x)=0 admet une unique solution o dans I'intervalle [0;1].

A l'aide de la calculatrice, déterminer une valeur approchée de o au centiéme pres.
En déduire le signe de g sur l'intervalle ]O; +oo[.

¢) Pourquoi la fonction f est-elle dérivable sur l'intervalle ]O; +oo[ ?
Montrer que pour tout réel x de l'intervalle ]O; +oo[ ,ona:
X
f ’(X) — g( )

X
Etablir le tableau de variation de la fonction f.

En remarquant que o.e® —1=0, démontrer que :

1+a?
TORES

d) Tracer la courbe (C) ainsi que toutes les droites rencontrées au cours de 'exercice.

Dernier exercice : exponentielle vs exponentielle
La fonction f est définie sur IR par :

f(x)=

1+e*
On note (C) sa courbe représentative.

a) Déterminer les limites de la fonction fen —oo eten +oo .
Le cas échéant, interpréter graphiquement les résultats précédents.

b) Etudier les variations de la fonction f.
Note : on n'omettra pas d'expliquer brievement pourquoi la fonction f est dérivable sur

R.

On appelle A le point de la courbe (C) dont l'abscisse est 0.

c) Déterminer une équation de la tangente T a la courbe (C) au point A.

i Les deux solutions complexes sont

Etudier la position de la courbe (C) par rapport a la tangente T. Pour cela, on pourra
¢étudier le signe la fonction ¢ définie sur IR par :

(p(x)=%+%—f(x)

]

en prouvant que ¢'(x)= -— .
41+e*)

d) Tracer la courbe (C) ainsi que toutes les droites rencontrées au cours de 'exercice.

Le corrigé

Premier exercice : les racines ont le tournis

i Les racines complexes d'une forme du second degré a coefficients réels
i Lorsque son discriminant A = b2 —4ac est négatif, I'équation du second degré

ax’ +bx+c=0 admet a deux solutions dans € mais aucune dans RR.

—-b+iN-A - —-b—-i-A

2a 2.a

i Ces deux solutions complexes sont les conjuguées 1'une de 1'autre.
i Note : A étant un réel négatif, son opposé —A est un réel positif.

a) Comme P(Z) =23-8=8-8=0 alors 2 est une racine réelle du polynome P.
Donc ce dernier est factorisable par z—2 . Entamons la factorisation de P par z—-2.
P(z) =7 -8= 22.(2—2)+2.22 -8= Z2.(2—2)+2.Z.(Z—2)+4.Z—8

23 2.22
4.7z-8
2 2
=z°. (z-2) +2z (z-2) +4. (z-2) = (2—2).[2 +2.Z+4:|
L — ] L ] L 1
Voila un... ..facteur... ...commun Voila le résultat recherché !

Mais poursuivons la factorisation.

=(z-2).| (z+1)*-1+4 }=(2—2).[(z+1)2 +3} =(z—2).[(z+1)2 —(—3)}

|
z2 +2.z

a’-b2

1 a—b a+b
T 1T 1

=(z-2).|(z+1) —(i.ﬁﬂ: I(z—2).(z+1—i.\/§).(z+1+i.\/§)

1
Le polynome P est entiérement scindé dans C
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Ayant complétement factorisé le polynéme P, la résolution de I'équation P (z) =0

devient une promenade de santé.

P(z)
! z-2=0 ou z+1-i3=0

I(z—2).(z+1—i.\/§).(z+1+i.\/§)=0| @ ou z+14in3=0

Un produit est nul si et seulement... L _
...s1 l'un de ses facteurs l'est.

& z=2 ou z=—1+iAf3 ou z=-1-if3

Conclusion : I'équation z> —8=0 a trois solutions dans C : 2 ; ~1+iA3 et —1-iAf3.

b) Pour écrire z, et z- sous forme trigonométrique, calculons d'abord leurs modules.

B - [, 2 ~ iComme z est le conjugué de z,
[2al = ‘_1 +1,\/§‘ =y(-1) +(\/§) =VI+3=2 talors il a le méme module mais ses
Il vient alors : ' arguments sont opposés a ceux de z, .
{ 1. \@} | Ainsi :
_5+ i—

ZA = —1+i.\/§ =2 x :
A oS o 2 5 |ZC|=2 et Arg(Zc)=—% (2m)

Forme algébrique ‘Z A‘

2im i
2m) . . (2m 3 2m) .. 2.1
=2x|cos| — |+i.sin| — ||= 2. L Ze =2x|cos| —— |+i.sin| ———
| 3 3 ! Forme_ ! . 3 3 !
Forme trigonométrique exponentielle E Forme trigonométrique

< Pour déterminer la nature du triangle ABC (qui semble au moins isocéle en B),
calculons le rapport :
i3

1+i3 3+i3

ZA_ZB:(_ )_2_

Zc —2Zp (—l—i.\/g)—Z -3-i:f3 /;‘7\\\
) ) (e o
(-3+ix3)(-3+iA3) ‘_3+i.J§\2 /{;/3

_9-6i3-3 _6-6i3 _1 .3

(_3)2 +(\B)2 12 2 2

Par conséquent, nous avons :

!
3 BEY

BA
BC

ZA —ZB

_i* . _ T
=le 3|=1 et (BC,BA):Arg Za"%B =Argle 3 .
Zc —1p

Zc —1Zp

Conclusion : ABC est un triangle isocéle en B dont 1'angle au sommet B mesure

%radians = 60°. Par conséquent, le triangle ABC est équilatéral.

c¢) Développons I'expression complexe de la transformation F. Pour tout complexe z :
F(z) = i.(4—z) +10=4i-iz+10=—iz+10+4.i
F semble étre une rotation. Commengons par déterminer ses points invariants.
M daffixe z est invariant par F < F(z) =z & —-iz+10+4i=z
|
F(M)=M

& —iz—z=-10-4i &  (1+i)z=10+4i

2
Je n'aime pas les signes moins

L _10+4i _ (10+44).(1-0) _10-10i+4i-44"

- 1+i (1+i).(1-4) 1- i
_10-10i+4i+4 _14-6i ., ..
1-(-1) 2

La transformation F a donc un seul point invariant que nous appellons Q et qui a pour
affixe ®=7-3.i . Ce complexe o vérifie I'é¢galit¢ —i.o+10+4i=0.

Pour tout nombre complexe z, si on note z' = F(z) alors il vient :

2'-0=(-iz+10+40)—(-i0+10+4i)

=—iz—(-io)=-i(z-0)= e_ii-(z - )

. . . T .
Conclusion : la transformation F est la rotation d'angle 5 et de centre Q , point dont

l'affixe est le nombre complexe w=7-3.i.

d) Si on appelle A' et C' les images des points A et C par la rotation F, l'image de la
droite (AC) par cette transformation est la droite (A'C').
Calculons les affixes z,: et zc des points A' et C':

ZAV :F(ZA):—i.ZA +10+4i
=—i.(—1+i.ﬁ)+10+4.i=i+ 3410+4i=10+-3+5i
ZC' :F(Zc):—i.ZC +10+4i

=—i.(—1—i.J§)+10+4.i=i—J§+10+4.i=10—J§+5.i
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Graphiquement, la situation est la suivante : ) o ) 1
b) Résolvons dans C\{—i;i} I'équation complexe f(z)=—=.

NE)

. e (-]
Partie réelle Partie imaginaire

Pl i e it it it St ittt Aty @ it Sl ety Nl
; - - - - - - - ! Travaillant sur C\{—i;i} , le dénominateur de f est toujours non nul. Chouette !
1 1 1 1 1 1 1 1 1 2
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 zZ— -1
SRl ety et S e T f(z)=—Ff < ZZ -——=0 & V3z-2'-1 22 =0 o  Z2+Bz-1=0
| | | | | | | | | \/g z"+1 \/g \/g (Z + 1) ...son numérateur l'est.
aininial At Il el o 1T i S Sur C\{—i;i}, le dénominateur
1 1 1 1 1 1 1 1 1 Un quotient qui existe ne pose aucun probléme.
:____ ________:_____: ________ :____i____:____:___ o _________:____: est nul...
LOAR T | | | 2 2
'r___\ _________________ o A o Z2-Bz+l=0 o [z—ﬁJ —[QJ +1=0
| v | ' | | On multuplie tout par —1 A 2 2 |
| : | | 22*\/5-2
: 0 : L 2 2
o e /i _a___ . \/g 3 \/g 1
! : : ! ! S |z—| ——+1=0 & |z——| +==0
e = i ! : : 2 4 2 4
" R 2
| | | \/g (ij2 \/g i \/g i
AR (R N S S S A i = Lo & |z——| | = z————||z——+—[=0
i i ' 2 2 2 2 2 2
[ T Q- - Ao A !
-1/4 Un produit est nul...
Second exercice : une fonction assez complexe o z- ﬁ _r_ ou z— ﬁ LI 7= 3+i ou z= J3-i
a) Calculons I'image de 2+ par la fonction f. L2 2 2 2
f(2+i)_ (2+i) B 24i B 24i B 24i ...I'un de ses facteurs l'est.
(2+i)2+l 4+d4i+il+1 4+4i-1+1 4+4i _ _ 1 _ . .
] . Conclusion : I'¢équation f (z) =— a deux solutions complexes conjuguées qui sont :
_ (240)(4-40) _8-Bi+ditd _ 12-4i _12-4i_3 1. 3
T (4+4i0).(4-40) (42 _(a5)? 16-(-16) 32 8 3 j —i
( i).( i) (4)"—(44) (-16) 7 = P34 =1x cos(zjﬂ'.sin(ﬁj Zy = i =1x cos(—zjvﬁ.sin(—zj
2 6 6 2 6 6
_________________________________________________________________________________________________ 1 L 1 | L 1
| L'ensemble de définition de la fonction rationnelle complexe f algef)gincfue Forme trigonométrique alggg;?cleue Forme trigonomeétrique
. Pour que f (Z) existe, il faut et il suffit que son dénominateur z% +1 soit non nul.
- (Z) il < 2_i220 o (Z—i). (Z+i) 0 < w=] @i A= ¢) Avant toute chose, écrivons le denommate'ur sous forme algébrique. o
; = L — = : Pour tout nombre complexe z = X +1. y , nous pouvons écrire :
; 22 _(_1) Un produit est nul... ..I'un de ses facteurs l'est ! -

Conclusion : a I'exception de —i et i, tous les complexes ont une image par f. 5 2 5 ) s
“““““““““““““““““““““““““““““““““““““““““““““““““““““““ z7+1 :(x+i.y) +1=x +2.i.x.y+(i.y) +l=x"-y  +1+i. 2.xy
S —

Partie réelle Partie imaginaire
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1l vient alors que : N ) o o
s 2 e) Les complexes dont 1'argument est égal @ — sont les imaginaires purs positifs. C'est-a-
xti [x+i.y].[(x -y +1)—i.(2.x.y)} 2
f (z) =5 Y = dire ceux dont la partie réelle est nulle et dont la partie imaginaire est positive. Par suite :
. 2 2 . 2 2 .
@ —y +Q+Lﬂxy) Ux —yﬁﬂyu(lxﬂ}{@ -y +Q—L@xyﬂ M(z)eF < R%}@ﬂ:@ etIm[ﬁzﬂ>0 et 7% +i
f(z) doit exister...
x.(x2+y2+l) (—y).(x2+y2—l)
>0 et z#=i

On distribue x On distribue y |

3_ x.y2 +x— 2.i.x2.y -i—i.y.x2 - i.y3 +iy+ 2.x.y2
Comme on travaille sur C\{fi Ri }, le dénominateur

2

. 2

(x2 - y2 + 1) - (t..2.x.y)
3 2 . 2

X3 xy? 4 x—ixly—iyd tiy [x +Xy+ x} +z.[x (=y)+y".(-y) —(—y)]

- Et comme c'est le carré d'un module, il est toujours positif.

La nullité et la positivité des fractions reposent sur leurs seuls numérateurs.

(x2 —y2 +1)2 +4.x2.y2
x.(x2+y2+l):0 et (—y).(x2+y2—l)>0 et z#+i

X
2 2
‘22 +1‘ ‘22 +1‘
]

2

L
2241 n'est jamais nul.

- 2
(x2 —y2 +1) +4.x2.y2
=
x.(x2+y2+l) (—y).(x2+y2—l) .
= +1i. 2,2 ol < i : 2,2
2 ) 2 2 2 2 ) 2 2 9 Or x“+y“+1 est un réel strictement positif. Donc le produit x{ x“+y +1)
(X -y + 1) +4x"y (X -y + 1) +4x7y n'est nul que lorsque et seulement lorsque le seul facteur x l'est.
L 1 L ]
Partie réelle de f(z) Partie imaginaire de f(z) o x=0 et (—y).(x2 " y2 —l) >0 et z%+i
L ]
d) Un nombre complexe est réel si et seulement si sa partie imaginaire est nulle. Ainsi x estnul et cela a quelques conséquences...
s . 2 .
M d'affixe z appartient d £ < Im[f(z)}:o et 7 # i < x=0 et (—y).(y —1)>0 et z#=i
. , Ensemble de définition de f L Quand cela se réalisetil 7 !
(—Y)-(X Yy - 1) Comme la partie réelle x est nulle, il est clair que z=14.y est un imaginaire pur.
=0 et z#=i
(x2-y? +1)2 raxly? Maintenant =iy doit étre différent de i ot étre tel que (=y).(y* ~1)>0.
L ]
Quand ce quotient réel est-il nul ? Pour résoudre cette inéquation, dressons le tableau de signe du produit (—y).(y2 - 1) .
2 2
Lorsque z appartient a C\{—i;i}, le dénominateur ‘22 +1‘ = (x2 -y 4+ 1) +4.x2.y?
n'est jamais nul car z> +1 ne l'est pas non plus. Il ne pose aucun probléme. Ainsi : y —00 -1 0 1 +o0
. \ 2 2 ;
M d'affixe z appartient a £ < (- .(x + —1)20 et z#=i
pp ( y) y ot —y + o0 - _
Un produit est nul...
2.2 : y2-1 + 0 - ~ 0+
& —y=0 ou x"+y"—-1=0 et z#=i
IS y=0 ou x2+y? =1 et z#=ki (—y).(yz—l) + 0 - 0 + 0 -
I
M appartient oM2=1 < OM=1
a l'axe des M appartient au
ols . v L , T .o S
ree cercle trigonométrique Conclusion : Fest I'ensemble des imaginaires purs de la forme i.y ou y appartient a la
réunion d'intervalles |-oo;—1[ U 0;1[ .

Conclusion : I'ensemble E est I'union du cercle trigonométrique et de 1'axe des réels a
laquelle on retire les points A et B qui ont pour affixes respectives i et —i .
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Géométriquement, ¥ est la demi droite (BA] privée du point A et du segment [BO]. Utilisant des limites établies dans le cours, il vient :
X1
) e® In(x
R it Femm---- e e e T lim x. ——Q :(+00)x[(+oo)—O]:(+w)><(+00):+oo
| | | | | | | | X—>+00 X X
r==--r=-=-=-==-=-- TTTT=T=="% R B AT TT==="= AT T T T T T T | i |
1 1 1 1 1 1 1 1 1
Lo : : : : Lo fx)
1 1 1 1 1 1 1 1
| | | | A | | | |
A [ @ - - - A - b) Calculons les images de 0 et 1 par la fonction g(x)=x.e* -1.
1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1
b ! ! 5 ! ! v 2(0)=0xe’ —1=0x1-1=~1 g(0)=1xe' ~1=e-1
1 1 1 ) | 1 1 1
1 1 1 1 N~ 1 1 1
| T — — — a0 il — e S Pour étudier les variations de la fonction sur [0;+o0[ , passons par sa dérivée.
1 1 1 § J 1 1 1
| | | | © | | | | Comme les fonctions x et exponentielle sont dérivables sur IR donc en particulier sur
1 1 1 1 1 1 1 1
Coa | | | | C I'intervalle [0;+oo[ alors il en va de méme de leur produit x.¢* et de la fonction g.
Femm ke m e m e - m—— -y . ------ Am e e A e m = P )
1 1 1 1 1 1 1 1 i
| | | | B | | | | Pour tout réel x € [0;+o0 , nous avons : !
1 1 1 1 1 1 1 1 |
1 1 1 1 1 1 1 1 1
| | | | | | | | ! ' ! X 0
o | | | | o g'(x)=(xe*) (1) =jxe* +xeX -0 o
T . e [P [ lm == 1 v T !
1 1 1 1 1 1 1 | e u.v+u.v !
| | | 1 T 1 1 1 1 u.v ' CX +
1 1 1 1 1 1 1 1 \
L el = R R ettt A - = B R =eX.(1+X) E
P e RECEE P EE TR R LT R REEER . ! x+1 +
i Les trois écritures d'un nombre complexe L'exponentielle e* est toujours positive. !
i Un nombre complexe z Fle parties réelle x et imaginaire y et, dont un argument est le réel Quand x appartient 4 [0; +OO[ le facteur | g'(x) N
i O peut étre écrit sous trois formes : | . . l
: . . i0 : affine x+1 est strictement positif. |
z= x+iy =|zgx[cos(0)+i.sin(0)]= |z[xe" Enfin : +o0
| L1 L 1 L 1 | |
| Algébrique Trigonométrique Exponentielle ; lim xeX—1= ( 4 oo)( T oo) “l=400
''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''' X400 7~ : g
g(x) '
. , _y |
Troisiéme exercice : exponentielle vs logarithme Le signe de g' donne les variations de g... | 1
a) Lorsque x se rapproche de 0 par la droite, e* tend vers e®=1etln (x) vers —oo .
lim ¢ —In(x) =1 (=) < Comme :
im e* —In(x)=1-(-w)=+w . . . i L _
<0t T = la fonction g est continue sur l'intervalle [0,1] car elle est dérivable sur [0, +oo[.
X . . .
, ) . = la fonction g est strictement croissante sur [0;1] car elle l'est sur [0; +oo[ .
Conséquence : I'axe des ordonnées est une asymptote a la courbe (C).
alors la fonction g est une bijection de [0;1] sur [ -1 ;e—1].
| N gy N—|
2 Lorsque x s'enva +oo, ¢* et In (x) s'en vont tous deux vers +oo . Donc f est alors #(0) (1)
., ., , e—1 étant un réel strictement positif, 0 appartient a l'intervalle [—l;e - 1] .
une forme indéterminée du type oo —oo . Or pour tout réel x € ]O; +oo[ , NOUS avons :
x ( ) Par conséquent, 0 a un unique antécédent par g dans l'intervalle [0;1] .
e n(x
f(x)=e*~In(x)= X(; _TJ Autrement dit, I'équation g(x)=0 a une unique solution o dans I'intervalle [0;1].
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On détermine qu'une valeur approchée au centiéme pres de o est 0,57.

9 La fonction g étant strictement croissante sur ! X | 0 o +00

[0; +oo[ et s'annulant en a, son tableau de signe

est celui ci-contre : g(x)

f) Les fonctions exponentielle et logarithme népérien étant dérivables respectivement sur
R et ]0;+oo[ , leur différence f n'est dérivable que sur |0;+o0] .

Pour tout x >0, il vient :

fv(x):(ex)’_(ln(x))’ i X 0 o +00
:ex_l:ex-x_l g(x) - 0 +
xox o ox Ly i ;

Cefx-1 g(x)

x X P f ’(X) - 0 +
Connaissant les signes de g(x) et de x v v
sur ]O; +oo[, nous pouvons déterminer |
celui de la dérivée '(x) qui nous f \ . 1 ﬂ
donnera les variations de f.. ¢ o

S o est la solution de I'équation g(x)=0 donc il vérifie les quatre égalités :

1 1
0e’-1=0 < ae®=1 & a=— < % =—
e o
Il vient alors :

f(a)=e" —ln(oc):l—ln[%] :l—[—ln(e“ﬂ :l+ln(e°‘) :l+a = L+a’

o e o o o o

d) La courbe (C) représentant la fonction f(x)=e* —In(x) n'est accompagnée que

d'une seule asymptote verticale : I'axe des ordonnées qui est la droite d'équation x =0.

/
/

~

D
\
S
B!

G

N\ o

&=
N

A 4
ASymptote

0.3 I L 2

Dernier exercice : exponentielle vs exponentielle

a) Lorsque x tend vers —oo, €* tend vers 0. Par suite :

. e® 0

lim =—=

x>0+ 140
|

f(x)

Conséquence : I'axe des abscisses est une asymptote a la courbe (C) au voisinage de —o .

9 Lorsque x s'en va vers +oo, e* tend vers +oo . Donc fest en +oo une forme

s . 0 . .

indéterminée du type — . Levons celle-ci en expulsant du quotient ses termes les plus
o0

forts. Pour tout réel x, nous pouvons écrire :

(& (&
f(x)= VL N
> LIS B

e* e*
1 1 . 1 1
Quand x tend vers +o0, — tend vers — =0".Donc lim f(x)= =-=1.
eX +00 X—>+00 0T +1 1

Conséquence : la droite d'équation y =1 est une asymptote a (C) au voisinage de +oo .
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b) La fonction exponentielle u (x) =¢” est dérivable sur R et y est strictement positive.

Il en va de méme pour la fonction V(x) =¢* +1 qui ne s'annule donc jamais.

. u o
Donc leur quotient f =— est aussi dérivable sur IR.

v
Pour tout réel x, il vient : X % 400
X X X X
f,(x):u'.v—v'.u:e .(l+e ) e .e o N
V2 2
(1 +e* )
EiE
e” +
~ eX +€2'X _eZ.X ~ eX
B X 2 X 2
(1ee*) (1+e¥) £1(x) "
Une exponentielle et un carré non nul sont deux ! 1
quantités positives. :
Par suite, le tableau de signe de la dérivée f'(x) ! £ 7)
et de variation de la fonction f est celui ci-contre.!
' 0

¢) La tangente T a une équation réduite de la forme y =£'(0)x(x—0)+£(0).
Calculons I'image de 0 par la fonction f ainsi que le nombre dérivé de fen 0.
e? 1 1 . e? 1
T2 A
1+e + (1+e0) (1+1)

£(0)=

NG

. . . 1 1 1
Conclusion : 1'équation réduite de la tangente T est y = 2 x (x - 0) +E = %+— .

< Pour connaitre la position de la tangente T par rapport a la courbe (C), étudions sur IR

le signe de leur différence d'ordonnées :
X

1

(P(X)=T—(C)=%+E_f(x)=§ 1 €

4 2 14¢*

Remarquons d'entrée que :
9(0)= %-ﬁ-%— f(0)=0 +%—% <—— Normal ! Cela correspond au point A...

Pour connaitre le signe de la différence d'ordonnées ¢ , déterminons les variations de

cette fonction. Pour ce faire, calculons la dérivée de ¢.
Comme ¢ est la différence d'une fonction affine et de la fonction f qui sont dérivables sur
IR, alors elle I'est aussi.

Pour tout réel x, nous pouvons écrire :

(1re ) —ae”

o()=(Ze b ri =t

2 2
(1+er) 4(1+eY)
2 2 2
1+2.ex+(ex) —4.¢* l—2.ex+(ex) (l—ex)
- 2 - 2 2
4(1+¢*) af1eer) af1+et)
Une question : quand 1—¢* s'annule-t-il ‘7 X —0 0 +0
1-e*=0 < e*=1 & x=0 (1_ex)2 L0+
Par suite, le tableau de signe de ¢' et de
variation de ¢ est celui ci-contre... i 4 " "
Conclusion : comme @ est strictement X 2
croissante et s'annule en 0 alors : . e+ 1) + +
= Sur l'intervalle |-o;0[, @ est ! ,
. [0l Ce'(x) + 0 o+
négative et la tangente T est
au-dessous de la courbe (C). +
= En0, la tangente T et la courbe ! /)
(C) se coupent au point A i
= Sur l'intervalle ]0;+o0[, ¢ est ¢ 0
positive et la tangente T est V4
au-dessus de la courbe (C). —

d) La courbe (C) représentant la fonction f est accompagnée de la tangente T et de deux
asymptotes horizontales : I'axe des abscisses (y =0 ) et la droite d'équation y=1.

y =1 )
I
/
/
/{(‘
—f"‘. y = D
-5 -4 -3 -2 -1 ] 2 3 4 5
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Devoir Express No.6

Ce sixieme devoir express toujours d'une heure eut lieu a la mi-janvier 2006. I1 portait
sur les équations différentielles. A priori, les exercices donnés sont des créations de mon
volcanique cerveau. Les calculatrices étaient autorisées.

L'énoncé

Premiére partie : deux équations...différent ciel
Résoudre les équations différentielles suivantes :
(f) 2y +14y=35 y’=£—l+4.x

y(0)=1

Seconde partie : le secret d'un second degré

L'objet de cet exercice est la résolution de 1'équation différentielle (@) :

y+2.y= x2+x
D
( ){ y(0)= 4
On appelle (£) et (F) les équations différentielles suivantes :
y'+2.y:x2+x (E) y'+2y=0 (T)

2
a) Démontrer que la fonction u (X) = EX est une solution particuliére de I'équation

différentielle (fE) .

b) Montrer qu'une fonction dérivable v est solution de l'équation différentielle (£) si et

seulement si la fonction v—u est solution de I'équation différentielle ().
¢) Résoudre I'équation différentielle y'+2.y =0 (F).

d) Résoudre I'équation différentielle (D).

Derniére partie : 'exponentielle a la rescousse...comme toujours
L'objet de cet exercice est la résolution de I'équation différentielle ( ]) :

2 e7.x

(j){y' -Ty=x",

y(O):4

Soit f une solution de I'équation différentielle ( ]) . On suppose que la fonction f est

définie et dérivable sur un intervalle I contenant 0 (qui est éventuellement R).
On appelle h la fonction définie par :

a) Pourquoi la fonction h est-elle définie et dérivable sur l'intervalle I ?
Exprimer f(x) en fonction de h(x).

b) Démontrer que pour toutx €I, h'(x) = x2.

En déduire I'expression de h(x) en fonction de x, puis celle de f(x).

¢) Conclure cette résolution en donnant les solutions de I'équation différentielle ( ]) .

Le corrigé

Premiére partie : deux équations...différent ciel

2 Modifions la premiére égalité de 1'équation différentielle (fE ) :
5
2y +14y=5 < 2y'=-14y+5 < y'= —7.y+5
Y =Cly+3/2
D'aprés un résultat du cours, 1'équation différentielle (E) a b admet une
y(O) =1
unique solution ¢. Cette fonction ¢ définie et dérivable sur IR est de la forme :
_ 2 _ 1 _
@(x)=Cxe™™ b Cxe ™ 32 Cxe 2L oyeTx g2
a -7 2 -7 14
Déterminons la constante C. La solution ¢ vérifie la condition initiale y(O) =1.

0(0)=1 < Cxe 7042 21 o Oxe=1-> o C=—
14 14 14
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L ]
11 faut toujours s'assurer que ce qui est dit est vrai dans un sens mais aussi dans l'autre.

S Résoudre I'équation (F), c'est déterminer la fonction dérivable F dont la dérivée est Sl

. . , . . - 5 ! On peut aussi procéder par équivalence...mais il faut faire trés attention !
Conclusion : la solution de I'équation (£) est la fonction ¢(x)=—.c Txp = ; P pr pareq
14 14 : v solution de (&) car u solution de () v—u solution de (¥)
_ 1 (e E——| T 1
Cette fonction ¢ est définie et dérivable sur R a l'instar de 1'exponentielle e X : Vi 2v=x24+x & V42v=u'+t2u = v —u'+ 2‘(V —u) =0

¢) Les solutions de I'équation différentielle y'+2.y=0 < y'=-2.y sont toutes les

S - 2
(autrement dit qui est une primitive de) y'=——-1+4.x, et telles que y(l) =-7. )
X —2.X

fonctions de la forme Cxe ou C est une constante a déterminer.

Cette primitives F de 2% L 142x2x estde la forme F(x)=2.In(x)-x+ 2.x% +Cste .

X d) Assemblons les deux équivalences qui viennent d'étre établies.
Déterminons la constante Cste. La solution F vérifie la condition initiale de (T) . v est solution de (£) < v-u estsolutionde (F) < v(x)—u(x)=Cx e 2X
L ] L ]
F(l) =-7 & 2.1n(1)—1—i—2><12 +Cste=-7 < 0-1+2+Cste=-7 < Cste=-8 d'aprés 2.b Pour tout x, d'aprés 2.c

Conclusion : la solution de I'équation (#) est la fonction F(x)=2.In(x)-x+2.x> 8. Autrement dit, les solutions de I'é¢quation () sont les fonctions v de la forme :

Cette fonction f n'est définie et dérivable que sur ]0; +oo[ du fait de In. v(x)=u(x)+Cx e X = %,xz +Cxe 2%

Par conséquent, les solutions de 1'équation différentielle (@) sont les fonctions v de la
Seconde partie : le secret d'un second degré

1 - . e
a) Pour tout réel x, nous pouvons écrire : forme v(x) :E'Xz +Cxe 2™ vérifiant la condition initiale v(0)=—4.
x> , x> 1 2Y 1 2 2 2 [P -2x0
u'(x)+2u(x)= By +2x725.(x )+x :EXZ.x—i-x =X+X"=x"+x v(0)=—4 < EXO +Cxe =4 & 0+Cxl=-4 < C=1

X

. . 1 - . . .
Conclusion : la fonction v(x)= E'Xz —4.e72% est I'unique solution de 1'équation (D).

. . 1 . . . .
Conclusion : la fonction u(x)= E.xz est une solution de 1'équation différenticlle (£).

b) Prouver une équivalence, c'est établir une double implication A l'instar des fonctions carré et exponentielle, v est définie et dérivable sur R.
(=) : Si v est une solution de I'¢quation différentielle (%) alors pour tout x :
5 Derniére partie : I'exponentielle a la rescousse...comme toujours
V'(x)+2.v(x): X +x:u’(x)+2.u(x) , . . ;

, | a) Le numérateur f est une fonction dérivable sur l'intervalle I.

car u est solution de (%) d'aprés 22 La fonction u(x) =¢’* est définie et dérivable sur R donc elle I'est sur I'intervalle 1.
dou v'(x)-u'(x)+2.v(x)-2u(x)=0 donc (v- u)l +2.(v-u)=0 Etant une exponentielle, le dénominateur u est toujours strictement positif donc ne
Par conséquent la fonction v—u est solution de I'équation différentielle (fF ) . sannule jamais. f( )
X
(<) :Si v—u est solution de I'équation différentielle (#) alors pour tout X : Conclusion : le quotienth (x)= x) est défini et dérivable sur 1.
u(x
V(x)—u'(x)+2v(x)-2u(x)=0 d'ou v'(x)+2v(x)= u'(x)+2u(x)=x+ x2
Y 2(v—u car u solution de (&) d'aprés 2.a f(x
(v-u) (v=v) (=)  Pour tout x €I, nous avons : h(x)= g ) e f(x)= e7'x.h(x).
Ainsi la fonction v est-elle solution de 1'équation différentielle (fE ) . e*

Conclusion : v est solution de (£) <> v—u est solution de ()
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b) La fonction f est le produit des fonctions h et e’* dérivables sur l'intervalle 1.
Pour tout x €I, nous pouvons écrire :

£(x)=[ e n(x)| = (%) m(x)+ 7 W (x) = 7 h(x) e X' (x)
Comme la fonction f est une solution de I'équation ( ]) alors pour tout x €1 :
f'(x)-7f(x)= x2e*
I7.e7"‘.h(x)+e“.h’(x)l—7.|e7"‘.h(x)I =x2e"X
£'(x) f(x)

7e"% x)+e7'x.h'(x)—7.e7'x. x) x2el*

e h'(x)=x%e’™

On a divisé par l'exponentielle
h' (x) =x «

¢’ qui est non nulle

Comme h'(x) = x? est la dérivée de h alors la fonction h est une primitive de x2.

3
. X .
Donc la fonction h est de la forme h (x) = ?-i- Constante . Par suite, pour tout x €1 :

3
f(x) = e7'x.h(x) = e7'X.{X?+ Constante}

Déterminons la valeur de cette constante. f vérifie la condition initiale de 1'équation ( 9 ) .

3
e7xo.{0? + Constante] =4 o |e_0| [0+ Constante] =4 < Constante = 4
-

£(0)

3
Conclusion : si f est une solution de I'équation (7) alors f(x)= e”.{x? + 4} .

¢) La question 3.b nous a appris que si (<—c'est pas sur !) 1'équation ( ]) a une solution

3
alors celle-ci est la fonction f(x)= e7‘x.|zx?+ 4} qui est définie et dérivable sur IR.

Autrement dit, ( j) admet au plus une solution. "Au plus une" signific une ou aucune.

3
Regardons si la fonction f (x) = e7'x.|zx?+ 4} est solution de I'équation ( j) .

Deux choses sont a vérifier :
e D'abord, pour tout xeR, nous avons :

£'(x)-7£(x)= [e“.[éwﬂl —7.e7~".[§+ 4]

e —

Donc f vérifie la premiére égalité y'—7.y = x2el*

3
e Ensuite: £(0) =e7xo.{%+4] =ex[0+4]=1x4=4.

Dong f vérifie la condition initiale de (7).

Donc la fonction f est bien solution de 1'équation différentielle ( ]) .

' 2 7x
-T7y=x"e . .
y y admet une unique solution

Conclusion : I'¢quation différentielle (7)
y(O) =4

3
qui est la fonction f(x)= e”.{% + 4} . Cette fonction est définie et dérivable sur IR.
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Devoir Surveillé No.3

Ce troisieéme devoir surveillé de deux heures eut lieu juste avant les vacances de février
2006. 11 portait exclusivement sur les suites avec notamment deux exercices de questions
de cours assez musclées "style bac". Les calculatrices étaient autorisées.

L'énoncé

Premiére partie : questions de cours...assises

Pour chacune des propositions ci-dessous, indiquer si elle est vraie ou fausse, et proposer
une démonstration pour la réponse indiquée. Dans le cas d'une proposition fausse, la
démonstration consistera a fournir un contre-exemple qui sera justifié. Une réponse non
démontrée sera considérée comme nulle.

1. (uy,) estune suite dont les termes sont strictement positifs.
La suite (VIl ) est définie pour tout entier naturel n par v, =In (un ) .

Si la suite (u,, ) est géométrique, alors la suite (v, ) est arithmétique.

2. (u,) estune suite quelconque.

. P . 2
La suite (v, ) est définie pour tout entier naturel n par v, =[u,]".

Si la suite (v, ) converge, alors la suite (u, ) converge aussi.

3. (uy) estune suite quelconque.
Si la suite (un ) tend vers —oo, alors elle est décroissante a partir d'un certain

rang.

Seconde partie : question de cours...supréme

a) Rappeler la définition d'une suite (un) convergeant vers un réel /.

b) Les suites (uy,) et (v, ) sont telles que :
1. Pour tout entier natureln, 1<u, <v, .

2. (v,) converge vers le réel 1.

En utilisant seulement ces deux arguments et la définition donnée lors de la question 2.a,
démontrer que la suite (u, ) converge vers 1.

Derniére partie : les suites américaines
. e 511
La fonction f est définie sur E’? par:

5x-8

f(x):

On appelle (C) sa courbe représentative.

a) Etudier les variations de la fonction f.
Démontrer que pour tout réel x €[3;5], ona:

3<f(x)<5

Les suites (u, ) et (v, ) sont définies pour tout entier naturel n par :

{ u0=3 ¢ { VOZS
€
Upy = f(un) Vn+l :f(Vn)

b) Sur le graphique page suivante, tracer avec le plus grand soin la courbe (C).
Construire sur I'axe des abscisses les quatre premiers termes de chacune des suites (un )
et (v, ) en laissant apparents tous les traits de constructions.

A partir du graphique, que peut-on conjecturer concernant le sens de variation et la
convergence des suites (uy, ) et (v, ).

¢) Montrer a I'aide de raisonnements par récurrence que :
1. Pour tout entier naturel n, 3<u, <5.

2. Pour tout entier natureln, u, <u,.
3. Pour tout entier naturel n, 3<v, <5.
4.

Pour tout entier naturel n, v, <v, .

d) Montrer que pour tout entier naturel n :
o 3.(vp—uy)
n+l n+l (Vn _1).(un _1)
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En déduire que pour tout entier naturel n, on a :
3

Vo+l ~Un4l < _'(Vn _un)

Vp—u, 20 et :

e) Prouver que pour tout entier naturel n :

n
v, —u, < ZX[%J

f) Montrer que les suites (u, ) et (v, ) convergent vers un méme réel o.

Déterminer la valeur exacte de o.

5,5 : : : :

Le corrigé

Premiére partie : questions de cours...assises

1. Une suite est géométrique si pour passer de chacun de ses termes au suivant, on
multiplie toujours la méme quantité qui est sa raison.

Si (un ) est une suite géométrique de raison q alors pour tout entier naturel n,
Upip =Up Xq
11 vient alors :
Vst =In(uy,y)=In(u, xq)=In(u, )+In(q) = v, +In(q)

Logarithme d'un produit...

Pour passer du terme v, au suivant v,,;, on rajoute toujours la méme quantité In(q).

Conclusion : la suite (v, ) est arithmétique de raison In(q). Donc la premiére

proposition est vraie.

Note : si tous les termes de la suite géométrique (un ) sont positifs, alors il en va de

1
1
I
1
)
1
1
]
]
r
1
(
1
1
I
1

IR SRS DI SIS IR SO | DU SR S g AP SIS IS S S S
R Rl L e B R e L i it Sl Rl Sl el il

R e R e e R Dl Rt

2,5
2,5 3

N
n
N

4,5

55

méme pour sa raison q. Donc leurs logarithmes népériens existent.

2. Dans cette proposition, (un) est une suite quelconque. Cela signifie que ses termes

peuvent étre positifs ou négatifs. Et ce, indépendamment les uns des autres.

A . s 2
Méme si pour tout entier n nous avons v, =[u, |”, nous ne pouvons pas conclure pour
autant que pour tout entier n, u,, =./v, . Nous pouvons trés bien avoir : uj; = —/vy7 .
. . . . n u, =1sin est pair
Intéressons-nous 4 la (classique) suite u, =(-1) . o
u, =—1 sin est impair

Chacun sait qu'elle ne converge pas. Pourtant pour tout entier naturel n, nous avons :
2 n
2 n 2.n 2 n
Vo =L =[ (0" [ = (7" =| (17| =[] =1
Conclusion : la suite v, = [uIl ]2 =1 converge vers 1 et pourtant la suite u, = (—l)n est

divergente. Donc la seconde proposition est fausse.

3. Méme les plus grands champions peuvent avoir des instants de faiblesse.
Intéressons-nous a la suite (un ) définie pour tout entier naturel n par :
=-n+ (—l)n

un
Déterminons la limite de cette suite (u,, ) . Pour tout nelN, nous avons :
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—IS(—I)HSI donc -n—1<u, <-n+1

L ]
On ajoute —n a tous les membres

(u,) est majorée par la suite —n+1 qui tend vers —oo .
Par conséquent, (u,, ) tend aussi vers —oo .

A présent, intéressons-nous aux variations de (un) . Pour ce faire, nous allons essayer de

déterminer le signe de la différence de deux de ses termes consécutifs.
Pour tout entier naturel n, nous pouvons écrire :

ot = =~ 1) (1) | [on (1)
=-n—1+(-1)" x(-1)+n—(-1)" ==1+ (-1)" x(-1)- (-1)"

[ [
Facteur... ...commun

=—1+(=1)" x[(-1)-1] = =1-2x(-1)"

La, deux cas sont a envisager :
= Sinestpair alors u,.;—u, =-1-2x1=-3. Donc u, . <u,.
L

La différence est négative

= Sin est impair alors u,,; —u, :—l—2x(—1):—l+2:1.D0nc Up 24, .

La différence est positive
Un coup ¢a croit, l'autre ¢a décroit. Donc la suite (un) n'est pas monotone, méme a
partir d'un certain rang...
Conclusion : la suite u, =-n+ (—l)n tend vers —oo et pourtant elle n'est jamais
décroissante a partir d'un certain rang. Donc la troisiéme proposition est fausse.

Seconde partie : question de cours...supréme
a) Dire que la suite (un) converge vers le réel ¢ signifie que pour tout réel strictement
positif ¢, il existe un rang n partir duquel

{—g<u, </l+¢

s —
Autrement dit, u, e[(! —&;0 +s] ou la distance entre u,, et ¢ est inférieure a €

b) L'énoncé de cette question interdit expressément de faire appel au théoréme des
gendarmes ou a un théoréme de comparaison quelconque.
Les seules choses que nous ayons le droit d'utiliser pour établir la convergence de la suite

(u,) vers 1 sont:

1. Le fait : pour tout entier natureln, 1<u, <v,.

2. Le fait : la suite (v, ) converge vers 1.

3. La définition d'une suite convergente vers ¢ donnée a la question précédente.

Soit € un réel strictement positif quelconque.
Comme la suite (Vn) converge vers 1, alors en application de la définition donnée lors
de la question 2.a, il existe un rang n a partir duquel
I-e<v, <l+¢
Or pour tous les entiers naturels n et donc en particulier pour ceux situés aprés ng, nous
avons :
I<u, <v,
En combinant les deux inégalités, il vient que pour tout entier n >ny,ona:
l-e<1<u,<v,<l+e

0
car e> Argument 1.

Donc
l-e<u, <l+¢
Conclusion : nous venons d'établir que pour tout réel strictement positif €, il existe un
rang n a partir duquel
l-e<u, <Il+¢
C'est la définition énoncée lors de la question 2.a. Nous en concluons que la suite (un)

converge vers 1.

Derniére partie : les suites américaines

a) L'étude de la fonction homographique f(x)= S

. 511
sur l'intervalle | —;— | peut
x—1 2°2

étre faite de deux maniéres :

1. En utilisant sa dérivée
Les fonctions u(x) =5x-8 et V(x) =x—1 sont dérivables sur IR, donc en particulier

sur l'intervalle [2,5;5,5] . Leurs dérivées respectives sont u'(x)=5 et v'(x)=1.
. . . u
Comme la fonction v ne s'annule pas sur cet intervalle, alors leur quotient f = — est
v
aussi dérivable sur cet intervalle. Il vient alors que pour tout x € [2,5;5,5]

px) o vy Sx(xl)=Ix(Sx-8) Sx-5-5x+8 3
V2 (X—1)2 (X—1)2 (X—1)2
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Etant le quotient de deux quantités positives, la dérivée ’(x) est toujours positive. Donc

55 T - . . ,

. . . . 5 11
la fonction f est strictement croissante sur l'intervalle {5,7} .

2. En décomposant la fonction homographique f.

Pour tout réel x €[2,5;5,5], nous pouvons écrire :
5.

X
(x) 5x-8 S5.(x-1)+5-8 S-M -3
X )= = =

= P R N

x—1 x—1 x=1 x—1 x—1

Qo

Reconstituons l'action de cette fonction f sur deux réels de l'intervalle [%,12—1} .

. 2
Si 2,5<x<y<5,5 alors L5<x-1<y-1<45 donc —2 >—2>—
N — L 1

On travaille dans
l'intervalle [2,5;5,5]

On ajoute —1.
Puis nous allons inverser
des réels positifs

Inverse 3 x-1 y_l 9 4 |------=-

L ]
La fonction inverse est

décroissante sur |0;+o0].

13
donc -2< <——<—-— donc 3<f(x)<f(y)s—
«(-3) x-1 y-1 3 75 (<) 3,

f conserve l'ordre...

L'ordre change.

Conclusion : f conservant 1'ordre sur l'intervalle [%,12—1} , elle y est croissante.

9 Si 3<x<5 alors
||

f(3)<f(x)<f(5) donc
xe[S;S] ;

Car f est croissante sur [2,5;5,5]
donc elle y conserve l'ordre

3,5 <f(x)< 4,25
| — | E—

Supérieur Inférieur
a3 as

Conclusion : pour tout réel x de l'intervalle [3;5],ona 3<f(x)<5

b) La construction demandée est celle figurant en début de page 3. Elle requiert de tracer
la premicre bissectrice du plan, c'est-a-dire la droite d'équation y =x.

D'apres le graphique et en se basant sur les quatre premiers termes de chacune des suites,
il semble que la suite (u, ) soit croissante, (v, ) soit décroissante et qu'elle tendent

toutes deux vers 4.

"nn

Note : le trés pédagogique mot conjecturer signifie "présumer”, "supposer" ou "prévoir".
Il ne donne pas lieu a une certitude mais seulement a une prévision ou une impression.
Les quatre premiers termes d'une suite quelconque ne permettent pas d'affirmer si celle-ci
est croissante ou décroissante. Ils ne donnent qu'une indication de la tendance. Celle-ci
n'est en aucun cas une preuve.

—_
—_
o

SN SRS SRS RS I S (N DU S S

(RPN SIS AP YU (S JU S S

\

35|

F S — = == —i— - - — - - ————— - g - T -G ——--i—- -

A A

2,5

2,5 Yo Ly Uy Uz ysva Vi

4,5 K
c¢) Les quatre petites démonstrations par récurrence reposent sur le méme fait : la
fonction f est croissante sur l'intervalle [2,5;5,5] donc elle y conserve 1'ordre.
1. Prouvons par récurrence que pour tout entier naturel n, 3<u, <5
e La propriété est-elle vraie au premier rang n=0 ?
uy =3 est bien compris entre 3 et 5. Donc l'inégalité est vraie pour n=0.

e La propriété se propage-t-elle ? Est-elle transmissible d'un rang sur le suivant ?
Supposons qu'au rang n nous ayons 3<u, <5.

A-t-on alors au rang suivant n+1 que 3<u, ;<5 ?
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Comme 3<u, <5 alors donc 3<u, . <5

L
Hypothése de récurrence

3<f(u,)<5
Diaprés question 3.a
Donc I'inégalité est alors vraie au rang n+1 .
Conclusion : si la propriété est vraie pour I'entier naturel n, alors elle est aussi vraie pour
lI'entier n+1. Comme elle est vraie pour I'entier 0 alors elle est vraie pour tous les entiers
naturels n. nous venons d'établir que pour tout entier naturel n, 3<u, <5.

2. Démontrons par récurrence que pour tout entier naturel n, u, <u,,q.
e La propriété est-elle vraie au premier rang n =0 ?
Comme uy =3 et uy = f(uo) =3,5 alors nous avons bien que uy <ug,q.
e La propriété se transmet-elle d'un rang sur le suivant ?
Supposons la propriété soit vraie au rang n, c'est-a-dire que u, <u,q.
A-t-on alors la méme chose au rang n+1, c'est-a-dire que u,,; <u, ., ?

Comme u, <ugy alors f(u,)<f(uy,) donc wuy,y<uy,,

Hypothése de récurrence
u, etu, . sont dans [3;5].

f est croissante sur
l'intervalle [2,5;5,5]

Donc la propriété est alors vraie au rang n+1
Conclusion : pour tout entier naturel n, u, <u ;. Lasuite (u, ) est croissante.

3. Cette troisieme démonstration par récurrence est la reprise de la premiére.
Etablissons que pour tout entier natureln, 3<v, <5

e vy =5 estcompris entre 3 et 5. Donc l'inégalité est vraie pour n =0.

e La propriété se transmet- elle ? Supposons qu'au rang n nous ayons 3<v, <5.
3Sf(vn)s5 donc 3<v, <5
I —

D'aprés question 3.a

Comme 3<v, <5 alors
| —|

Hypothese de récurrence

Donc si 'inégalité est vraie au rang n, alors elle l'est aussi au rang n+1.

Conclusion : pour tout entier naturel n, 3<v, <5

4. Prouvons par récurrence que pour tout entier naturel n, v, =2 v, .
e Comme vy=5et v, = f(vo) =4,25 alors nous avons bien que vy = v, .

e La propriété se transmet-elle de rang en rang ? Supposons-la vraie au rang n.

Comme Vi = Vo alors f(vy)=f(vyy) donc vy >vpi)

f conserve l'ordre sur
l'intervalle [2,5;5,5]

Donc la propriété se transmet d'un rang n sur le suivant n+1.
Conclusion : pour tout entier naturel n, v, >v,,;. Lasuite (v, ) est décroissante.

Hypothése de récurrence
Vp et vy sont dans [3;5].

d) Pour tout entier naturel n, nous pouvons €crire :
5vq=8 5w, -8 (5 —8).(uy —1)=(5u, —8).(vy —1)
vy —1 u, -1 - (Vn—l).(un—l)
f(vy) f(uy) I On met au méme dénominateur. I
) [ Sty =53, —8, 8 | [ Sueyy —Su, —8.v, 5 |
(Vn —1).(un —1)
=5, —8u +5u, +8v, 3, -3u, 3.(vp—uy)

(Vn—l).(un—l) _(Vn—l).(un—l) _(Vn—l).(un—l)

< Démontrons par récurrence que pour tout entier naturel n, v, —u, 20.

Vol ~Upy1 =

e Comme vy—uy=5-3=220 alors la propriété est vraie aurang n =0.
e La propriété se transmet d'un rang n sur le suivant n+1 ?
Supposons qu'au rang n, la différence v, —u, soit positive ou nulle.

o . ~3(vp—uy)
Nous venons d'établir que : v, —Upy ="
(Vn —1).(un —1)
D'apres I'hypothese de récurrence, le facteur v, —u,, est positif ou nul.
Les facteurs v, —1 et u, —1 sont positifs car les suites (u,, ) et (v,) sont

minorées par 3.
Positif ou nul

3. (Vn - un)
(va=1).(u, —1)
| AN ) R

Positif  Positif
Conclusion : pour tout entier naturel n, la différence v, —u, est positive ou nulle.

Donc, la différence v, —u,, = est positive ou nulle.

2 D'apreés la question 3.c, nous pouvons écrire que pour tout entier naturel n :

3<u, <5 2<u, -1<4 1 1 1 1 1
Comme alors donc —2= >— et —2
3<v, <5 2<v,-1<4 7/ 2 u, -1 4 2 vyl
Multiplions ces deux inégalités de nombres positifs membres a membres. 11 vient alors :
NV SR U8 RS 3.(vp—uy) S3.(vn—un)
(Vn—l) (un—l) 2 2 (Vn—l).(un—l) 4

L ]
On multiplie par le réel positif ou nul 3.(Vn 7un)

3.(vyp—uy) 3

(va—1)-(un-1) (¥ mum):

Conclusion : pour tout entier naturel n, v, —u,, =
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n
e) Prouvons par récurrence que pour tout entier naturel n, v, —u, <2 X[ZJ .
3 0
e Comme vy—uy=2 et 2><(Zj =2x1=2, alors elle est vraie pourn=0.
n
e La propriété se transmet-elle ? Supposons que v, —u, <2 X[Zj .

n
Multiplions cette inégalité par % . Il vient alors : %x (Vn —u, ) < %x 2x (Zj

En application de la question 3.d, nous en déduisons :

3 3 3 n 3 n+l
Vn+1_un+1SZ.(Vn_un)Szxzx[Zj =2X(Zj

Conclusion : pour tout entier naturel n, v, —u, <2x (0,75)Il .

f) Les questions précédentes nous ont permis d'établir les résultats suivants :
- Lasuite (u, ) est croissante et (v, ) est décroissante.

= Pour tout entier naturel n, 0< v, —u, <2x(0,75)".

Comme la suite 2 x (0, 75)n tend vers 0, alors en application du théoréme des
gendarmes, la différence v, —u, converge aussi vers cette limite.
Donc les suites (u, ) et (v, ) sont adjacentes. Elles convergent vers un méme réel o.
Comme la suite (uy, ) est définie par la relation de récurrence u,,; =f(u, ) ou fest une

fonction continue sur [2,5;5,5], alors o est solution de I'¢quation f(x)=x.

2 )_( _
_ X° —X 5x 8) 2
f(x):X = X_M:() = ( =0 & wzo
x—1 x—1 x—1
x% —2x3xx+8 (x=3)*-9+8 (x=3)* -1
_— = —— =0 & — =0
x—1 x—1 x—1
(x—2).(x—4)
S —F——2=0 & x=2o0ux=4 et x#1
x—1 - — = Son dé — ,
L | Son numérateur l'est on dénominateur ne l'est pas

Une fraction est nulle...

Conclusion : I'¢quation f(x)=x a pour solutions 2 et 4. Mais comme les suites (u, ) et

(vn) sont dans I'intervalle [3;5], alors leur limite o ne peut étre égale qu'a 4.
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Devoir Express No.7

Ce septieme devoir express qui eut lieu début mars 2006, fut le dernier avant que des
bonnes ames ne décident que leurs grandes idées étaient plus importantes que mon cours.
Inévitablement, je n'allais pas étre d'accord car j'ai horreur qu'on m'interdise de vivre.

Ce faisant, elles pénaliserent tout le monde et surtout elles-mémes. Comme quoi la
passion emporte souvent la raison.

Ce septieme DE abordait I'intégration. L'intégration par parties n'était pas traitée.

Les calculatrices étaient autorisées.

L'énoncé

Premiére partie : la ruée vers l'aire

La fonction f est définie sur l'intervalle ]O; +oo[ par:

1
f(x)=—-x
()=

Sa courbe représentative (C) est tracée sur le graphique ci-contre ou une unité d'abscisse
vaut quatre centimetres et une unité d'ordonnée vaut un centimetre.
On appelle 9D le domaine compris entre la courbe (C), I'axe des abscisses et les droites

. . . 1
verticales d'équation x = 3 et x=2.

Calculer l'aire géométrique du domaine 9 en unités d'aires, puis en centimetres carrés.

Seconde partie : aux frontiéres du quart de pi
La fonction g est définie pour tout réel x par :
g(x)=e*-2x

a) Déterminer les limites de la fonction g en —0 et +oo .
Calculer 1'image de ln(Z) par la fonction g.

En comparant les logarithmes népériens de 2 et du nombre e, prouver que g (1n (2)) est

un nombre positif.
Etudier les variations de la fonction g.
En déduire le signe de la fonction g.

_____ ____5___________ A . N S s A U S

_________ 4_ [ [P S _—— e e — ==

Lo oo

/

1
1
_____ J—— T S .
I
[}

La fonction f est définie pour tout réel positif ou nul x par :
f(x)=¢" —x%-1

b) En s'aidant de la question précédente, étudier les variations de la fonction f sur
l'intervalle [0;+o0] .

En déduire le signe de f(x) sur l'intervalle [0;+o0] .

c) En utilisant le résultat de la question 2.b, établir que pour tout réel x [O; +oo[ ,ona :

e ¥ < !
x2 +1

<1

d) Démontrer 1'inégalité :
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1
e—_lsj 21 dx <1
€ 0x +1

Derniére partie : décomposition rationnellement intégrale

La fonction h est définie sur l'intervalle [0;4] par :

9x—-7
h(x)=——2—1
(x) 3x2-11.x-20

a) Déterminer les nombres a et b tels que pour tout réel x € [0; 4] on ait :

a b
h =
(X) x—5+3.x+4

b) Déterminer une primitive H de la fonction h sur I'intervalle [0; 4] .
4

En déduire la valeur exacte de l'intégrale J-h (x).dx . On donnera le résultat sous la

0
forme In(p) ou p est un nombre rationnel.

Le corrigé

Premiére partie : la ruée vers l'aire

2
Une primitive de la fonction f (x) = Lz —x sur l'intervalle ]0; +oo[ est F(x) = _1ox

X X 2

Partageons le domaine 9. On appelle 9 la partie positive du domaine 9, c'est-a-dire

celle située entre les droites verticales d'équation x = 7 et x =1. Calculons son aire.

1

[ea=[-Lte] (A (L )3 () s
' x 2 J,, U1 2 172 8) 2\ 8) 8 8 8

1/2

Donc l'aire du domaine Dt vaut gz 0,625 unités d'aire.

On désigne par D~ la partie négative du domaine 9, c'est-a-dire celle située entre les
droites verticales d'équation x =1 et x =2 . Calculons son aire.

froa L0 T

Donc l'aire du domaine 9~ est égale a 1 unités d'aire.

Conclusion : l'aire du domaine D est égale §+1 = % unités d'aire = 6,5 cm?.

Seconde partie : aux frontiéres du quart de pi

a) Lorsque x tend vers —oo, € tend vers 0 et 2.x vers —oo . Par conséquent :
lim ¢* —2.x=0—(—00) =40
x——o0————"
g(x)
Lorsque x tend vers +oo, e¢* tend vers +oo et 2.x vers +oo . Donc g(x) est alors une

forme indéterminée du type oo —oo. Pour lever celle-ci, factorisons par x :

X

. e

Pour tout réel x non nul, nous avons : g(x) =e* -2x= x.[——2‘|

L 1

—— X
Pour pouvoir diviser par X...

X
\ . . e
D'aprés un résultat du cours, le quotient — tend vers +oo lorsque x s'en va vers +oo .
X

Donc: lim g(x)= lim X.|:§—2:|=(+oo)><(+oo)=+oo

X—>+0 X—>+00 X

< Calculons I'image de ln(Z) par la fonction g : g(x) = eln(z) —2.1n(2) =2 —2.1n(2) .

O Comme 2<e alors  In(2)<In(e)=1
e — |

In est croissante sur ]0;+oo[

donc -2.In(2)>-2 donc g(2)>0 .
(EE
On multiplie par -2 On ajoute —2

Conclusion : g (ln (2)) =2- 2.1n(2) est un réel strictement positif.

<2 Comme les fonctions exponentielle et 2.x sont dérivables sur IR alors il en va de
méme pour leur différence g. Pour tout réel x, nous pouvons écrire :
’

g(x)=(c") ~(2x) =e* -2

Afin de connaitre le signe de la dérivée g'(x), regardons ou elle s'annule.



Vestiges mathématiques d'une terminale scientifique : I'intégralité des devoirs d'une saison 2005-2006

Page 51 sur 67

e*-2=0 o "=2 & x=h(2)
| I
g(x)
La fonction exponentielle e* étant croissante sur IR, la dérivée g’(x) est négative sur
l'intervalle ]—oo;ln(Z)[ et positive sur ]ln (2);+oo[ . Le tableau de variation de g est :
T — | e — |

Avant ln(2) Apres ln(2)

ln(Z) +00

g’(x) - 0 +

X —00

2-2.In(2)

< Le minimum de la fonction g sur IR étant le nombre positif 2 —2.1n (2) , on en déduit

que g est une fonction strictement positive sur IR.

b) Comme les fonctions exponentielle et carré sont dérivables sur R alors leur différence
f est dérivable sur son intervalle [O; +oo[ . Calculons sa dérivée.

! !
Fle)={e 2] 0 - -2x-0-s05
Or la question 2.a nous a appris que la fonction g est strictement positive sur R. Elle l'est
en particulier sur [0; +oo[ . Donc la fonction f est strictement croissante sur cet intervalle.

< Calculons I'image de 0 par la fonction f': f(O) =e-0%2-1=1-0-1=0
Comme f croit strictement sur [0;+0[ & partir de £(0) =0, son tableau de signe est :

X |0 +00

fix) |0 +

¢) La question 2.b nous a appris que pour tout réel x e[0;+o0[ :

1 _ 1
S -x2-120 o F2x’+l o —X:exs >
f(x) Ces deux quantités e X" +1

sont positifs La fonction inverse est décroissante sur ]O;+oo[

De plus, un carré étant toujours positif ou nul, il vient que pour tout x € [0; +oo[ :

X220 o x*+121 o 21 <d
x“+1 1
. o . _ 1
Conclusion : pour tout x € [O; +oo[ , nous venons d'établir I'inégalité : e < 3 <I.
x“+1
. . _ 1
d) La question précédente nous a appris que pour tout réel x € [0;1] , e *< 5 <1.
x“+1

Intégrons cette inégalité sur l'intervalle [0;1] . Il vient alors :

1
jex.dx < !

1 1
5 .deledx
X +1
0 0 0

Calculons séparément les deux intégrales de gauche et de droite.

1 — —
e_x.dx:[—e_x] :(—e_l)—(—eo):—l+1:—l+gze—l.
0 e e e e

dx=[x], =1-0=1

L e s

0

1
24

e—1

Nous concluons finalement : <

i . T
dx <1. En vérité, cette intégrale vaut T
e

O ey —
»

Une primitive pour cette intégrale : arctan !

La fonction définie sur IR a pour primitive la réciproque de la fonction tangente.

1+x2

Arctangente est la fonction h telle que pour toutt € |-r/2;m/2[ , onait h (tan (t)) =t.
1

cos” (t)
L | De facto, x:tan(t)
On dérive 'égalité par rapport a t.

.h’(tan(t))zl = Ih’(x)zh’(tan(t))l=cos2 (t)= =

Derniére partie : décomposition rationnellement intégrale

a) Remarquons d'abord : (x —5) X (3.x + 4) =3x2+4x-15x-20=3x>-11.x-20
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Les nombres a et b sont tels que pour tout réel x € [0;4] :

9x—7 _a b _a.(3.x+4)+b.(x—5) _(3.a+b).x+(4.a—5.b)

3 11x-20 x-5 3x+4  (x-5).(3x+4)  3x®_11x-20
Deux fractions égales ayant le méme dénominateur ont le méme numérateur. Il vient :
9x-7=(3a+b)x+(4a-5b) < 9=3a+b et -7=4a-5b
Deux polyndmes égaux ont... ...des coefficients égaux.
3a+b=9 (1)

4a-5b=-7 (2)
Résolvons-le par substitution. De I'équation (1), on déduit: b=9-3.a .

Dans 1'équation (2), on remplace b par ce qu'il vaut en a. Il vient :
4.a—5.(9—3.a) =-7 & 19a-45=-7 < 19a=38 & a=2

Par conséquent: b=9-3x2=9-6=3.

Les nombres a et b sont les solutions du systéme linéaire 2x2 {

Conclusion : pour tout réel x 6[0;4], h(x) = 29'X_7 = 2 + 3
3.x°-11x-20 X-5 3x+4

Forme décomposée de h

’

b) Lorsque u est une fonction dérivable et positive, une primitive de — est ln(u) .
u

La fonction x—5 étant négative sur [0;4], son opposée u(x)=5-x y est positive. Une
—1)x2 - !
primitive de xiS = (_(1).():_5) =2. —lerS = 2.% sur [0;4] est 2.In(u)=2.In(5-x)

La fonction u(x)=3.x+4 est dérivable et positive sur l'intervalle [0;4] . Donc une

!

u LM .
3x7d :; sur l'intervalle [0,4] est ln(u) = 1n(3.x+4) .

Donc une primitive de h sur [0;4] est la fonction H(x) = 2.1n(5 —x) +1n(3.x +4) .

Par suite, le calcul de I'intégrale ne pose plus guere de problemes.
4

I h(x).dx =[H(x)]!

= I(2.1n(1)+1n(16)) —I(2.ln(5)+ 1n(4))|

H@) H(0)

=ln(16)—1n(25)““(4):ln(zsliJ ) ln%j

primitive de




Vestiges mathématiques d'une terminale scientifique : I'intégralité des devoirs d'une saison 2005-2006

Page 53 sur 67

Le deuxieme bac blanc

Ce second bac blanc intervint juste avant les vacances de Paques, une semaine apres que
le soviet du lycée eut autorisé la reprise des cours.

D'une durée de quatre heures, il était constitué de quatre exercices du bac plus ou moins
adaptés. Il abordait les complexes, l'intégration, les suites et les équations différentielles.
Comme le précédent, il était commun aux deux terminales S.

L'énoncé

Premiére partie : les caprices du thermomeétre
Partie A
Soit f la fonction définie sur [0;+oc[ par :
1
£(x)=(20x+10)e 2"
On appelle (C) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O;f,j) .

1) Etudier la limite de la fonction fen +oo .

2) Etudier les variations de f et dresser son tableau de variations.

3) Montrer que I'équation f (x) =10 admet une unique solution o dans l'intervalle
]0;+00[ . Donner une valeur approchée de a. a 1073 pres.

4) Tracer la courbe (C).

3
5) En effectuant une intégration par parties, calculer l'intégrale 1= J-f (x).dx
0

Partie B
On note y(t) la valeur, en degrés Celsius, de la température d'une réaction chimique a

l'instant t, t étant exprimée en heures. La valeur initiale, a I'instant t =0 est y(O) =10.

On admet que la fonction qui, a tout réel t appartenant a l'intervalle [O; +oo[, associe

y(t) est solution de I'¢quation différentielle :

(E): y’+%.y: 2072

1) Vérifier que la fonction f étudiée dans la partie A est solution de 1'équation
différentielle (E) sur l'intervalle [0; +oo[.

2) On se propose de démontrer que cette fonction f est I'unique solution de 1'équation
différentielle (E) sur l'intervalle [0; +oo[ qui prend la valeur 10 a l'instant 0.
a. On note g une solution quelconque de I'équation différentielle (E) sur l'intervalle
[0;+00 telle que g(0)=10.

Montrer que la fonction g—f est solution sur [O; +oo[ de 'équation
différentielle (£):y’ +%.y =0

b. Résoudre l'équation différentielle (£').
c. Conclure.

3) Au bout de combien de temps la température de cette réaction chimique redescend-elle
a sa valeur initiale ? Le résultat sera arrondi a la minute.

4. La valeur 0 en degrés Celsius de la température moyenne a cette réaction chimique
durant les trois premicres heures est la valeur moyenne de la fonction f sur l'intervalle

[0;3].

Calculer la valeur exacte de 0, puis donner sa valeur approchée arrondie au degré.

Seconde partie : sans complexe face aux complexes

Premiére partie
On considére dans I'ensemble des nombres complexes I'équation suivante :

(E) 22+22°-16=0
1) Montrer que 2 est solution de (E), puis que (E) peut s'écrire sous la forme :
(2—2).(3.22 +b.z+c) =0

ou a, b et ¢ sont trois réels que 1'on déterminera.

2) En déduire les solutions de (£) sous forme algébrique, puis sous forme exponentielle.
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Deuxiéme partie

Le plan complexe est muni d'un repére orthonormé (O;T, 3) .

1) Placer les points A, B et D d'affxes respectives :

zZp =—2-2i zg =2 Zp =-2+2i

2) Calculer l'affxe z- du point C tel que ABCD soit un parallélogramme. Placer C.

3) Soient E 1'image de C par la rotation de centre B et d'angle —g et F I'image de C par

la rotation de centre D et d'angle %

a. Calculer les affixes des points E et F, notées respectivement zg et zp.
b. Placer les points E et F.

ZF A _;
ZE TZA
b. En déduire la nature du triangle AEF.

4) a. Vérifer que

5) Soit I le milieu de [EF]. Déterminer l'image du triangle EBA par la rotation de centre I

b
et d'angle ——.
& 2

Troisiéme partie : des questions de cours qui y tournent

La fonction est définie sur l'intervalle [O; +oo[ par:
f (O) =1

£(x) :%.xz.(3—2.ln(x)) si x>0

1) Compléter les propriétés suivantes :

fim M) ln[lj;..

Xx—>+0 X X

En utilisant les deux propriétés ci-dessus, prouver que lim x.In(x)=0.
x—0"

2) Déterminer la limite lorsque x tend vers 0 de f(x).

Que peut-on en déduire pour la fonction f ?
3) Déterminer la limie lorsque x tend vers +oo de f(x).

4) a. Rappeler la définition de la dérivabilité d'une fonction en un réel a.
b. La fonction f est-elle dérivable en 0 ? On justifiera sa réponse.

Derniére partie : le peu d'une suite d'intégrales

On consideére la suite d'intégrales (In) définie pour tout entier naturel n par :

n/6
I, = j x".sin(3.x).dx
0
/6
1) a. Calculer I = I sin(3.x).dx
0
n/6
b. Montrer que I; = j x.sin(3.x).dx :%
0

2) Sans calculer l'intégrale 1, :
a. Montrer que la suite (I, ) est décroissante.
Prouver que pour tout entier natureln, I, >0.
Que peut-on en déduire pour la suite (I,,) ?

b.  Montrer que pour tout entier naturel non nul n, on a I'inégalité :
n/6

0<I, < J- x".dx
c. En déduire la limite de la suite (I, ).

3) a. En effectuant deux intégrations par parties successives, montrer que :

L, =222 r1+1—(n+1)x1
n+2 9 6 n

Pour tout entier naturel n,

b. Calculer I, et I5.
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Le corrigé

Premiére partie : les caprices du thermomeétre

Partie A

1
A.1) Quand x tend vers 400, 20.x+10 s'en va vers +oo et —E.x vers —oo .

1

X
Donc e 2 tend vers 0. Ainsi, fest en +o0 une forme indéterminée du type cox0 .

Modifions I'écriture de f (x) . Pour tout réel x € [O; +oo[ , hous pouvons écrire :

1 1 !

. —.X
£(x)=(20x+10)e 2" =20xe 2" +10e 2" =40.2—+ 10 = 4oL 10

—X —X
e2 e2 v ——
En posant t=x/2

o X .
Quand x tend vers +oo, la quantité t = B tend aussi vers +oo .

Or d'aprés un résultat du cours :

Conclusion : lim f (x) =40x0+10x0=0. Par conséquent, I'axe des abscisses est une

X—>+00

t
. € . t
lim — =+ .Donc lim —=0".
x—+o t X—>+0 ¢

asymptote a la courbe (C) au voisinage de +co .

i . , , . X
: Une autre voie : pour tout réel x € [0; +oo[ on peut écrire que =——=

1
—X
A.2) Comme les fonctions u(x)=20.x+10 et v(x)=e 2 sont dérivables sur R alors

ox/2 \/e_" e_x'

X

il en va de méme pour leur produit. Donc f est dérivable sur l'intervalle [O; +oo[ .

De plus, nous avons :

Il vient alors pour tout réel x [0; +oo[ :

f'(x)= (u.v)l —uv4viu=20xe 2 +_71.e75x x(20.x+10)
L 1 L Ly
o2 .[20—5.(20.x+10)}:e 2™ [20-10x-5] ¢ 2" (10x+15)

1

—X
L'exponentielle ¢ 2 est toujours strictement positive. Le facteur affine —10.x +15
s'annule en x =1,5. Par conséquent, le tableau de variation de f est le suivant :

X 0 % +00
-10x+15 + 0 —
e—x/2 + +
f'(x) + 0 -
40734
f 7 N
10 10

Pour compléter le tableau précédent, on calcule les images de 0 et 1,5 par la fonction f.
1

Lo
= £(0)=(20x0+10)e 2 =10xe? =10x1=10
1.3 3 3

—x= = =

& f[%jz(ZOx%HOj.e 2 2=(30+10)xe 4 =40xe *

Dans 1'énoncé, il était indiqué que f était seulement définie sur l'intervalle ]0; +oo[ .En

fait, elle I'est (au moins) aussi en 0.
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A.3) Comme la fonction f est dérivable sur l'intervalle [0; +oo[ alors elle y est continue.
Comme f est strictement croissante sur l'intervalle ]0;1,5[ et qu'elle y passe de 10 a
406707 qui est strictement supérieur a 18, alors I'équation f (x) =10 n'a aucune

solution dans cet intervalle.

Comme f est strictement décroissante sur l'intervalle [1,5;+oo[ passant de 40707 3 0,
alors 1'équation f (x) =10 a une unique solution a dans cet intervalle.

Conclusion : 1'équation f (x) =10 a une unique solution o dans l'intervalle ]O; +oo[. A
l'aide de la calculatrice, on trouve : 4,6733<a <4,6734. Donc o ~ 4,673 .

A.4) La courbe (C) représentant la fonction f est la suivante :

T = =
/ \\
15 N\
%)

10 \\
N
N

5 | AN
| ~—~—
e T
E Asymptote au vloismage de +oo
I 2 3 4O 5§ 6 7 8
3

A.5) Sinous voulons intégrer par parties l'intégrale 1= J-f (x).dx , 1l nous faut diminuer

0
le degré du polynéme 20.x +10 en le dérivant. Pour ce faire, nous posons :
u(x)=20x+10 D (x) = e X/2 i Les fonctions u et v sont
l( ) v (X) ¢ i clairement dérivables sur
w'(x)=20 V(X)=—2><€7X/2  lintervalle [0;3].

Nous pouvons écrire :

3
I=j(20.x+lO).eX/2.dx
e — | V/

0 u

7
O — |
L u
v

3
3
~[(20x+10)x(2)2] - [20x(2) 2 ax
uxv IO 0

3
= 140277 +20. 440, | /2 dx = ~140.0 7% 42060+ 40.[ (-2) /7|

3
0
= 1406732 +20-80.73/2 +80 =-2207'2 +100

0

Partie B
B.1) Pour tout réel t €[0;+0[ , nous pouvons écrire :

£(1) +%.f(t) =(~10.t+15)e7"/? +%.(20.t +10).e7"/?

=e_t/2.[71'0./t+15/—|-/1'0./t+5] =512

. . . . 1 _
Conclusion : la fonction f est une des solutions de I'équation (E ) y' +E.y =20e7"2.

B.2.a) Si la fonction g définie sur l'intervalle [0; +oo[ est une solution de (E), alors pour
tout réel t €[0;+o0[ , ona: g’(t)+%.g(t) =202,

Par conséquent, nous pouvons écrire que pour tout réel t € [O; +oo[ :
1

(2=1) (0)+5-(e=£)(6) =& (1)~ () + 5 e() -5 £ (1)

:g'(t)+l,g(t)— (f'(t)Jrl'f(t)j e t2 2
Car f est une solution...

Conclusion : si g est une solution de (E), alors g—f est une solution de (£").

B.2.b) Les solutions de I'¢quation différentielle (£'):y’ +%.y =0 & y'= —%.y sont

1
—t

les fonctions de la forme Cxe 2 ou C est une constante a déterminer.
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B.2.c) Soit g une solution de 1'équation (£). En application des deux questions
précédentes, nous pouvons écrire que pour tout réel t e [0; +oo[ :

g(t)-f(t)=Ce™? dou g(t)=f(t)+Ce"?
I g—f solution de (E’) I

Or nous savons que g(0)=f(0)=10. Par suite :M = %JrC.eo donc C=0.

Autrement écrit, pour tout réel t € [0;+00[ ,ona: g(t)=f(t)

' 1 —t/2
. . . . por . y'+—y=20e
Conclusion : I'équation différentielle 2

y(0)=10

admet une unique solution

sur l'intervalle [0; +oo[ . Il s'agit de la fonction f.

B.3) La température de la réaction redescend a la valeur initiale 10°C lorsque f (t) =10.

D'aprés la question 1.A.3, cette équation admet deux solutions : 0 et o = 4,673 .

Conclusion : la température redescend a la valeur initiale au bout de 4,673 heures c'est-a-
dire 4 heures et 40 minutes environ.

B.4) La valeur moyenne de la fonction f sur l'intervalle [O; 3] est donnée par :

3
B -1,5
0= lef(x).dx:lxI:le6,97
3- 3 3 .
0 Diaprés LA5

Conclusion : la température moyenne sur les trois premicres heures est de 17°C.

Seconde partie : sans complexe face aux complexes

Premiere partie

I.1) Comme 23 +2x2%2-16=8+8-16=0 , alors 2 est une solution de 1'équation (F).

Donc le polyndme 2> +2.2° —16 est factorisable par z—2. Effectuons la factorisation !
3 VI —

2 +22° ~16=27(2-2)+22° +22° 16 =2%.(z-2) +4.2° - 16

S |

=722 (2-2)+42(2-2)+82-16=72%.(z-2) +42(2-2) +8.2-16

=72 (2—2) +4.z. (2—2) +8. (2—2) :(2—2).(22+4.Z+8)
L ] L ]
Voila le... ...facteur... ...commun.

I1.2) Apreés la factorisation précédente, I'équation (E) se résout sans probléme.
(2-2).(7 +42+48)=0 < 2-2=0 ou 7’ +42+8=0

L ]
Un produit est nul...

...I'un de ses facteurs l'est

Pour résoudre I'équation du second degré 2> +4.z+8=0, calculons son discriminant.
=4% —4x1x8=16-32=-16

A2 147480
Comme son discriminant est négatif, I'équation 2% +4.z+8 =0 admet deux solutions
complexes et conjuguées.
—4-i16 -4-i4 . —4+i.\/E 4 +i4
zZ) = = =-2-2i b Zpy = =-2+2i
2 2 i 2 2
Conclusion : I'équation du troisiéme degré (£) admet dans C trois solutions : 2 ; —2—2.i
et —2+ 2.0 . Mais une seule dans R...

S Le module du réel 2 est 2 et I'un de ses arguments est 0. Donc : 2= 2x 0
| I

Forme
exponentielle

Pour trouver I'écriture exponentielle de la solution —2 —2.i , calculons son module.

[-2-24]=J(-2)* +(-2) =4 +4 =B =4x2 =22

Par conséquent :

—2-2i=2+2x {—i—zi} Zﬁx{cos(—%j—i—tsm(—Tﬂ 2ﬁe 4.

Forme
exponentielle

Enfin, la solution —2+ 2.i étant le conjugué du nombre complexe —2—2.i , elle a donc

méme module que celui-ci mais ses arguments sont opposés.
3i.m

Donc % est un argument de —2+2.i . Finalement : —2+2.i = 22xe 4

Ecriture exponentielle

Deuxiéme partie
II.1) La figure demandée est celle se trouvant sur la page suivante.

I1.2) L'appartenance a un parallélogramme peut se traduire par une égalité vectorielle.
AB = DC oz
1

Deux vecteurs égaux ont...

ABCD est un parallélogramme < =z

AB ~ “DC
[ Bl
...des affixes égales
& Zg—Zp =Zc—Zp & Zo =ZgtZp —Zp
L ]
Arrivée—Départ
& 2o =2+(2+20)—(-2-2i)=2+4i
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11.3) Si le point E est I'image de C par la rotation d'angle —% et de centre B, alors :

;
ZE—ZBzeLz.(ZC—ZB) d'ou ZE—2:—i.(2+4.i—2) d'ou zg-2=-ix4i

d'ou zg—-2=4 d'ou zg=6
De méme, si F est I'image du point C par la rotation de centre D et d'angle g, alors :

LT

Zg —Zp :el.z.(ZC—ZD) d'ou ZF—(—2+2.i)

il (2+4d)-(-2+24)]

d'ou zp—(-2+24)=i.(4+24)

d'ou zp=4i-2+(-2+2i)=—4+6i
| S|

I1.4.a) Calculons le quotient complexe demandé :
zp—7n  (—4+60)—(-2-2i) —446i+2+2i -2+8i
Zg —Z 6—(—2—2.1‘) 6+2+2.i 8+2.i

Comme ix(8+2.4)=8.i+2i> =8i-2, alors le quotient —F—A

ZE —Zp

est bien égal a i.

11.4.b) Le quotient calculé a la question précédente permet d'affirmer :

@ D'abord : (E,KF) —arg| ZETZA | arg(i) = T modulo 2.7
L4 ZE - ZA 2
Angle orienté
Donc les droites (AE) et (AF) sont perpendiculaires. Autrement dit, le triangle
AEF est rectangle en A.
. AF |zp -z - .
%  Ensuite: — = | F A| :|ZF ZA|:|1|:1
AE |ZE—ZA| |ZE—ZA|

Donc les cotés [AF] et [AE] ont des longueurs égales. AEF est isocele en A.
Conclusion : le triangle AEF est un triangle isocele rectangle (direct) en A.
I1.5) Commencons par calculer 'affixe du point I qui est I'isobarycentre des points E et F.
_zg+zp  6+(-4+6i) 2464
2 2 2

1+3.

71

. . . . . T
A présent, déterminons 1'expression complexe de la rotation r de centre I et d'angle 5

LT
—i—

} & z-zi=e¢ 2.(z-z)

& z'=-i[z-(1+34) ]+ (1+3.)

M' d'affixe z' est I'image de M

d'affixe z par la rotation r

& z'=—dz+i-3+143i=—-iz-2+4i
[

Donc une expression complexe de la rotation r est : r(z)=—iz—2+4.i.

A présent, nous pouvons calculer les affixes des images des points E, B et A par la
rotation r.

& r(zE) =—ixzp —24+4i=-6i-2+4i=-2-2i=2z,
Donc I'image du point E par la rotation r est le point A.
& r(zB):—isz —2+4i=-2i-24+4i=-24+2i=1zp
Donc I'image du point B par la rotation r est le point D.
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.

T r(zp)=—ix(—2-24)-2+4i=2i-2-2+4i=—4+6i=1zp
|

N
Donc I'image du point A par la rotation r est le point F.
Conclusion : I'image du triangle EBA par la rotation r est le triangle ADF.

Troisiéme partie : des questions de cours qui y tournent

e In(x) 1
1) Dans le cours, il a été établi :  lim ——~==0 et In| — [=—In(x).
X

X—>+0o X

S A premiére vue, lorsque x tend vers 0", le produit x.In(x) est une forme

indéterminée du type 0x (—oo) . Nous allons lever celle-ci par une astuce.

Pour tout réel x € |0;+o0[ , on appelle t I'inverse de x. Ona donc : t = 1o x=L,

X t

Le produit précédent s'écrit donc :

1o (1)1 In(t)
x.In(x)=—xIn| - |=——xIn(t)=-
()= pxin{ | =—xin( ==
R 1 In(t)
Lorsque x tend vers 0" , son inverse t tend vers — =+, Alors - tend vers 0.
, , . In(t)
Conclusion : lim x.In(x)= lim — =-0=0.
x—0" t=>+00 t

—————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————

i L'objet de cet exercice : la continuité et la dérivabilité de la fonction f sur [0 ; +oo[
i La fonction f est définie par morceaux sur l'intervalle [0;+oo[ :

@ D'abord, on définit I'image de 0 : f(0)=1.
@ Ensuite sur le reste de I'intervalle : pour tout x >0, f(x)= %.xz.[3 — 2.1n(x)} +1

D'aprés son expression sur la partie ]0; +oo[, nous pouvons dire que la fonction f'y est

: dérivable et donc continue.
. Maintenant, on ignore ce qu'il advient de la continuité et de la dérivabilité de fen 0. (En

2) Pour tout réel x ]O; +oo[ , hous pouvons écrire :

f(x) :%.xz.[3—2.ln(x)]+l :%.xz —xxx.In(x)+1

_______________________________________________________________________________________________

., 3 . .
Lorsque x tend vers 07, les quantités 5.x2 et x.ln(x) tendent aussi vers 0. Ainsi :

lim f(x)=0-0x0+1=1=f(0)
x—0"

Comme  lim f (x)=1(0), on en déduit que la fonction f est continue & droite de 0.
x—0

., 1 .
3) Quand x s'en va vers +oo , les quantités E.xz et ln(x) tendent elles aussi vers +oo .

lim f(X)=(+oo)><[3—2x(+oo)}+l=(+oo)><(—oo)+l=—oo

X—>+00

4) Dire que la fonction f est dérivable en a signifie que la limite lorsque h tend vers 0 du
f(a+h)-f(a)
h

quotient existe et est finie.

£(0+h)—f(0)
h

lorsque h tend vers 0" . N'oublions pas que la fonction f n'est définie qu'a droite de 0.

9 Afin de savoir si f est dérivable en 0, étudions la limite du quotient

Pour tout réel h > 0, nous pouvons écrire :

£(0+h)=£(0) £(h)—£(0) %.hz.[3—2.ln(h)J+1—1_%.hz.[3—2.ln(h)]

h h h X
_ %.h.[3 ~2.In(h)]= %.h ~h.In(h)

Or lorsque h tend vers 0", la quantité h.In(h) tend vers 0 d'apres la question 3.1.

) . f(0+h)—f(0) . L .
Conclusion : comme lim ————~=0-0=0, alors la fonction f est dérivable a

x—0"
droite de 0 et le nombre dérivé de fa droite de 0 est égal a 0. Autrement dit : f ’(O) =0

Derniére partie : le peu d'une suite d'intégrales

i Rappel de la primitive d'une composée

.| fest une fonction dont une primitive sur un intervalle J est une fonction F
u:I—J estune fonction définie et dérivable sur un intervalle I et a valeurs dans J

alors une primitive de u'xf (u) sur l'intervalle I est la fonction F(u) .
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1.a) Une primitive de la fonction sin(3.x)= %x3><sin(3.x) = %xu’xf(u) sur IR est la

cos(3.x)

fonction %x F(u)= %x(—cos(&x)) =— . Par suite :

Iy = Tsin(&x).dx - {_@r(’ :[_ COS(“/z))_[_COS(O)J 011

0 0 3 3 3 3 3

1.b) Pour calculer I, nous allons procéder a une intégration par parties en posant :
cos(3.x)
3

ou u et v sont deux fonctions clairement dérivables sur IR donc sur [0; / 6] . Ainsi :

n/6 /6 w/6
J-x.sin(3.x).dx= XXL(S'X) - j 1X_COS(3'X)'dX
o 3 3

_ 0 0

v

u(x)=x donc u'(x)=1 v'(x)=sin(3.x) donc v(x)=-

L

(zx ‘C°S§“/ 2)Hox _COS(O)]JF%_nfcos(S.x).dx =%.n./[6cos(3.x).dx

6 3

| 0 0
=0 =0
. . 1 1 sin(3.x)
Une primitive de la fonction cos(3.x)=—=x3xcos(3.x) sur Rest —xF(u)=—>—=.
< 4 3
o f()
n/6 . n/6 . .
I :lj cos(3.x).dx:l. s1n(—3x) :lx sm(n/Z)_sm(O) :lx[l—gj:l
3 0 3 3 0 3 3 3 3 13 3 9

2.a) Avant toute chose, établissons un résultat qui nous servira par la suite :

Si 0£x£% alors 0S3.XS§ donc 0=Sin(0)gsm(3'x)gsm(gj=1

L ]
Car sinus est croissante sur l'intervalle [0;7:/ 2]

Soit n un entier naturel quelconque. Nous pouvons écrire :

0<x"*! sin (3.x) < xn.sin(3.x)

Si OSXSE alors 0<x<1 donc

[

<1 On a multiplié l'inégalité par le réel positif xn.sin(3.x)

x" et sin(3.x) sont positifs car xe[O;Tt/6].

. iy i , . .
Cette inégalité est valable pour tout x € [O;E} . Intégrons-la sur cet intervalle. Il vient :

/6 /6 /6
jo.dxs J' x™* sin (3.x).dx < Ixn.sin(&x).dx o 0=, <1,
0 0 0

Conclusion : I'inégalité précédente 0<1,,,; <I, nous permet de conclure :
@ Comme pour tout neN nous avons I, >1,,;, alors la suite (I ) est décroissante.
& Comme pour tout neIN nous avons 1, >0, alors la suite (In) est positive ou nulle.

& Comme la suite (In) est décroissante et minorée par 0 (car positive ou nulle) alors

elle est convergente. Mais il serait prématuré d'affirmer que sa limite est 0.

2.b) Soit n un entier naturel quelconque. Nous avons établi précédemment :

Si OSXS% alors 0Ssin(3.x)£l donc Oan.sin(3.x)an

On a multiplié par le réel positif ou nul x™

Intégrons cette derniere inégalité sur l'intervalle [O;g} ou elle est valable. Il vient :

/6 n/6 n/6 /6
I 0.dx < j x".sin(3.x).dx < j x"dx < 0<I, < I x".dx
0 0 0 0

2.c) Pour établir la limite de la suite, nous devons calculer la valeur de l'intégrale :

n/6 1 ™6 n+l n+l
J. Xn,dX=|:X :| = 1 X(Ej _LXOH‘FI =Lx(£j

n+1 n+l (6 n+1l n+l1 (6
0 0

1
. 1 o\
Donc pour tout entier naturel n, nous avons : 0<1I, < | x (Ej
n+

n+l
. . . 1
Comme %e ]O;l[ alors la suite géométrique [%) tend vers 0 comme la suite —.

n+l

n n+l

x[—j =0x0=0.
6

Conclusion : comme la suite (In) est coincée entre 0 et une suite qui y va, alors en

Donc lim
n—+oon+1

application du théoréme des gendarmes la limite de la suite (In) est égale a 0.
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3.a) Pour tout entier naturel n, nous pouvons écrire :

/6 ) , —cos(3x) 6 w6 | —cos(3.x)
Lo = j x"* sin(3.x).dx = xMten— 7/ - j (n-i-Z).xn+ x———2 dx
— | 3 S — |
0 u v 0 0 u’ %I
I Premiere intégration par parties... I
n+2 n/6
_|[Z O Omzx_—l +n+2x J- xn“xcos(S.x).dx
6 3 3) 3 i
[ | 0 v |
=0 =0 Seconde intégration par parties...
. /6 1/6 .
sin(3.x sin(3.x
:n+2>< xnﬂxg - (n+1).xnxg.dx
3 3 A 3
0 0 u E—
v
n+1 /6
_n+2 |(® ! 0n+2><9—nJrl j x".sin(3.x).dx
3 6 3
0
_n+2>< £n+lxl_n+l _n+2>< £n+1—(n+1)><1
3 6 8 9 6 "

3.b) Calculons les troisiéme et quatriéme de la suite (I, ).

0+1
2 e n—2
” ‘2=10+2=§X[(zj I] 7
1+1
3 T n—8
’ Ifhﬂzsxl(zj _Ml]:W
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d) Démontrer que la droite (NG) n'est pas paralléle au plan (APH).
Déterminer les coordonnées du point I qui est l'intersection de la droite (NG) et du plan

Devoir Surveillé No.4 (APID)

Construire ce point I sur la figure.

Le contexte G "

Ce quatriéme et dernier devoir de deux heures eut lieu a la mi-mai 2006. Il abordait le
dénombrement, les probabilités discrétes et continues ainsi qu'une partie de la géoémtrie
dans l'espace.

Pour cet au revoir, mon diabolique cerveau congut trois exercices remarquables plus ou
moins dans I'esprit du bac.

Les calculatrices étaient autorisées.

L'énoncé b

Premiére partie : un bon plan pour une bonne droite

Sur la figure ci-contre, ABCDEFGH est un cube dont tous les cotés mesurent 4
centimetres.
On appelle O le centre du carré ABEF. On note P le milieu du segment [BE].

Le point N est défini par la relation vectorielle : AN = %TB .

Les vecteurs 1 , 3 et k qui ont pour norme 1 centimeétre, sont définis par :
FA AB AD
4 4 4

Dans le présent exercice, nous travaillerons dans le repére orthonormé (O; Y, ], E) . - E

—

N\,
\,
bt}

a) Compléter la figure ci-contre en indiquant les coordonnées dans le repére (O; 1,3,1;) / Ol j ) 4

\
N,
~

de tous les points y apparaissant.

2 V4
b) Démontrer que le vecteur n| 1 | est orthogonal aux vecteurs AH et AP . A
1

Pourquoi le vecteur n est-il un vecteur normal du plan (APH) ?
Déterminer une équation cartésienne du plan (APH).

ze
o]

¢) Déterminer une représentation paramétrique de la droite (NG).
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Seconde partie : rien ne va plus !

La Blancoise des Jeux vient de lancer son nouveau produit : le Phyltonphryk. Expliquons
le principe de ce nouveau jeu.

Pour participer, le joueur acquitte une mise de m euros.

Une urne contient une boule noire, deux boules vertes et quatre boules blanches. Toutes
ces boules sont indiscernables au toucher.

Le joueur tire au hasard et simultanément une poignée de deux boules.

Si I'une des deux boules tirées est la boule noire, alors le joueur ne gagne rien.

Par contre, si le joueur tire deux boules vertes alors il gagne cinq fois sa mise.

Si la poignée ne comprend qu'une seule boule verte et pas la boule noire, alors le joueur a
droit a une seconde chance. Il tire alors une troisiéme boule parmi celles restant dans
l'urne. Si cette troisiéme boule est verte alors il gagne cinq fois sa mise. Sinon il est
remboursé de sa mise.

Enfin si les deux boules tirées sont blanches, alors la Blancoise des Jeux remet
généreusement au joueur un chéque de 1 euro.

On note :

= 'V, I'événement "les deux boules de la poignée sont vertes".

= 'V, I'événement "la poignée compte une seule boule verte mais pas la boule

noire".

= B I'événement "les deux boules de la poignée sont blanches".

= N l'événement "une des deux boules de la poignée est la boule noire".

= G l'événement "le joueur a gagné cinq fois sa mise".
Dans le présent exercice, une grande attention sera accordée a la qualité de la rédaction
ainsi qu'a la clarté des explications. On pourra faire un arbre pondéré pour bien
comprendre la situation.

a) Calculer les probabilités des événements N, B, V; et V,.

b) Calculer la probabilité de 1'événement G sachant que 1'événement V; est réalisé.

o 13
Démontrer que la probabilité de 1'événement G est égale a 105

¢) On sait que le joueur a gagné cinq fois sa mise. Calculer la probabilité qu'il ait tiré
deux boules vertes au premier tirage.

On appelle X la variable aléatoire donnant le gain brut du joueur.

d) Quelles sont les valeurs prises par la variable aléatoire X ?
Donner la loi de probabilité de la variable aléatoire X.

e) Démontrer que I'espérance mathématique de la variable aléatoire X est :
E (X) _97.m+30
105
Dans un exces de générosité, la Blancoise des Jeux décide que le Phyltonphryk doit étre
un jeu équitable. A combien doit-elle fixer la mise pour qu'il en soit ainsi ?

f) Un joueur décide de jouer sept fois de suite au Phyltonphryk. On suppose que chaque
partie est indépendante des autres. Calculer la probabilité qu'il gagne exactement trois
d'entre elles. On donnera le résultat sous la forme d'une valeur approchée arrondie au
milliéme pres.

Derniére partie : le prof s'appelle machine !

Afin de remplacer les professeurs de mathématiques qui partent a la retraite, le Ministére
de I'Education Nationale a décidé d'acquérir un nouveau type d'enseignant : le Roboprof.
Un organisme cybernétique capable d'enseigner 24 heures sur 24, de démontrer tous les
théorémes existants et de résoudre tous les exercices au programme. Un Terminator des
maths en quelque sorte.

Mais comme toutes les machines, les Roboprofs peuvent tomber en panne. Les
Roboprofs n'étant pas réparables, ceux qui tombent en panne sont irrémédiablement
perdus.

On désigne par X la durée de vie exprimée en mois d'un Roboprof.

X est une variable aléatoire continue prenant ses valeurs dans l'intervalle [O; +oo[ .

La loi de probabilité de X est une loi exponentielle de paramétre A.
Les probabilités données seront arrondies au milliéme pres.

a) Donner 1'expression de la densité de probabilité f de la variable aléatoire continue X
ainsi que son ensemble de définition.

b) Sachant que la probabilité qu'un Roboprof tombe en panne durant la premiére année

est égale a 0,3 , déterminer une valeur approchée a 1074 pres du parametre A.
Dans la suite de l'exercice, on admettra que A = 0,03 .
¢) Calculer la probabilité qu'un Roboprof ait une durée de vie supérieure a trois ans.

d) Sachant qu'un Roboprof a déja fonctionné trois ans, calculer la probabilité que sa
durée de vie soit inférieure ou égale a cinq ans.
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Le corrigé

Premiére partie : un bon plan pour une bonne droite
a) La figure complétée est la suivante :

G(-2;-2;4) H(-2;2;4)
: C2;2;4)
D@2 ;-2;4) .
i /75 -2/7 5 12/7)
F(-2;-2;0) \A E(-2;2;0)
b G(0;0;0)
Y A P(0;2:0)
\- B(2:2:0)
A(2;-2;0) N2;1;0)

b) Pour savoir si n est orthogonal aux vecteurs AH et AP, nous allons calculer leurs
produits scalaires respectifs.

Comme nous travaillons dans le repére orthonormé (O;Y, 3,12) alors ces produits

scalaires s'expriment en fonction des coordonnées des vecteurs.

2 (-4
= AAH=|1|| 4 |= 2x(~4)+1x4+1x4 =—8+4+4=0
1 4 Somme dles produits de chaque colordonnée

Leur produit scalaire étant nul, les vecteurs n et AH sont orthogonaux.

2\ (-2
T HAP=|1[| 4 |=2x(-2)+1x4+1x0=-4+4+0=0.
1)L o

Comme leur produit scalaire est nul, alors 1 et AP sont orthogonaux.

O Les vecteurs AH et AP sont deux vecteurs non colinéaires du plan (APH).
Comme le vecteur non nul 1 leur est orthogonal, alors il est orthogonal a tous les
vecteurs v contenus dans ce plan. Donc 1 est un vecteur normal du plan (APH).

2 Le plan (APH) est I'ensemble des points M de 1'espace tels que le vecteur AM soit
orthogonal au vecteur n . Par conséquent :

X—2 2
M(x;y;z) e plan(APH) < Les vecteurs AM| y+2 | etii| I | sont orthogonaux
z
x—2)(2

A .
n (APH) & AMIA=0 < |y+2]|1(=0
A M z 1

& (x=2)x2+(y+2)x1+zx1=0
& 2x-44y+2+4z=0 < 2x+y+z-2=0

Conclusion : une équation cartésienne du plan (APH) est 2x+y+z—-2=0.

¢) La droite (NG) est I'ensemble des points M de 1'espace tels que le vecteur NM soit

colinéaire au vecteur NG .

Xx—2 —4
M(x;y;z) e droite(NG) <> Les vecteurs NM| y-1 | et NG| -3 | sont colinéaires
z 4
< 1l existe un réel t tel que NM = t.NG
X—2=tx (—4)
< Il existe unréel ttel que < y—1=tx(=3)
z=tx4
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x=2-4t
M(X; y; z) € droite(NG) < Ilexisteunréel ttel que ¢y =1-3.t
z=4t
Conclusion : une représentation paramétrique de la droite (NG) est :
x=2-4t
y=1-3t avectelR
z=41t

d) Pour que la droite (NG) soit paralléle au
plan (APH), il faut et il suffit qu'un vecteur
directeur de la premiére soit orthogonal a
un vecteur normal du second.

Regardons si les vecteurs NG et fi sont
orthogonaux en calculant leur produit

scalaire.
—4) (2
NGii=|-3||1
4 )1 (APH)
=(—4)x2+(-3)x1+4x1
=-8-3+4=-7%0

Conclusion : comme leur produit scalaire est non nul alors le vecteur directeur NG n'est
pas orthogonal au vecteur normal n . Donc la droite (NG) n'est pas paralléle au plan
(APH). Ceux-ci sont donc sécants et leur intersection est un point que I'on note I.

S Comme d'habitude, appelons (xp;y1;2;) les coordonnées de ce point I.
Comme le point I appartient a la droite (NG) alors ses coordonnées en vérifient la

X1 = 2— 4tI
représentation paramétrique. Autrement dit, il existe un réel t; tel que < y; =1-3.t;
Z1 = 4tI

De plus, comme le point I appartient aussi au plan (APH) alors les coordonnées du
premier sont solutions de I'équation cartésienne du second. Ainsi :

2.XI+yI+ZI—2:0 = 2X(2—4.t1)+(1—3.t1)+4.t1—2:0
= 4—8.t1+1—3.t1+4.t1—2=0

& Ty +3=0 & -T4=-3 & tj=—=—

11 vient alors :

XI:2—4><E:E—£:2 yI:1—3><i:Z—2:—2 ZI:4><§:£
7 7 7 7 7 7 7 7 7
. - . , 2 212
Conclusion : le point d'intersection I a pour coordonnées 7;—7;7 .

Ce point I se trouve aux trois septiemes du segment [NG] a partir de N car NI = %ﬁ .

Et ce dans la réalité comme sur la perspective cavaliére ou les rapports de longueurs sont
préservés. C'est ainsi qu'on le trace.

Seconde partie : rien ne va plus !

La clé de cet exercice est de bien comprendre la situation.

D'abord, comme toutes les boules sont indiscernables au toucher et que les tirages se font
au hasard alors nous sommes en situation d'équiprobabilité.

Ensuite, le joueur tire une poignée ou une combinaison de deux boules. C'est un tirage
sans ordre et simultané. Nous emploierons les "p parmi n".

Enfin, si cette poignée se constitue d'une boule verte et d'une boule blanche, alors le
joueur tire une troisi¢éme boule.

La situation peut étre représentée par 1'arbre pondéré suivant :

On tire L'événement G
simultanément | Va est alors réalisé.
deux boules On a tiré deux
vertes
G
- On atiré la
V] 1/5 verte
. On a tiré une
verte et une 4/5 a
blanche
B
On a tiré On tire alors une

deux troisiéme boule parmi les
blanches cinq restant dans l'urne :
une verte, trois blanches

N et une noire.
On a tire la

boule noire
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a) Calculons les probabilités des événements demandés.
2 L'événement N est réalisé lorsque la poignée est constituée de la boule noire et d'une
des six autres boules. Ainsi :

1 (6
X
(N)= Nombre de poignées "une noire une autre" [1] [1] _Ix6 6 2
P [7] 20 21 7

Nombre de poignées total
2

9 L'événement B est réalisé lorsque la poignée est constituée de deux boules blanches a
choisir parmi les quatre présentes dans I'urne. Donc :

4
(N) _ Nombre de poignées "deux blanches" Q 6 2
Nombre de poignées total [7] 21 7

2

S L'événement V; est réalisé lorsque la poignée est constituée d'une seule boule verte et
d'une autre boule qui ne peut étre blanche. Par conséquent :

2] (4
X
(V)= Nombre de poignées "une verte une blanche" [1] [1] _2x4 8
AN Nombre de poignées total [7] 21 21

2

2 L'événement V, est réalisé lorsque la poignée est constituée des deux boules vertes.

2
_ Nombre de poignées "deux vertes" [2] 1

V, )= =7 =
p( 2) Nombre de poignées total [7] 21
2

b) Lorsque I'événement V| est réalisé, il reste dans I'urne cinq boules : une boule verte,

trois blanches et la noire. Le joueur tire alors une troisieme boule.
Pour qu'alors I'événement G se réalise, il faut que le joueur tire la seule boule verte.

Par conséquent : py, (G)=p(G sachant V;) = % .

< L'événement G se réalise :
< soit lorsque I'événement V, se réalise.
= soit lorsque I'événement V; s'est réalisé et que la troisiéme boule tirée par le

joueur est verte.
Par conséquent :

p(G)

p(V2)+p(ViNG)

1
P(V2)+p(Vi)xpy, (G) =1+ 5 %5 = 1054105 = 105

8 1 5 8 13

c) L'événement V, est inclus dans I'événement G. Par conséquent :
1
p(GAVy) p(Va) o1 1105 1 5x20 5
pG (V2)= = == —Xx——=—X ==
p(G) p(G) 13 21 13 20 13 13
105

d) Le gain brut correspond a la somme que gagne le joueur. Le gain net est la différence
entre le gain brut et la mise m du joueur. Ce sont les bénéfices du jeu en quelques sortes.
Les gains bruts X possibles sont : Sm ; m; 1 et 0 euros.

La loi de probabilité de la variable aléatoire X est la suivante :

Valeur de X 0 1 m Sm

Evénement 4 i g i y~G i G | Towl
correspondant | | . .
Probabilité 2/7 E 8/21 P 32/105 ¢ 13/105 1

e) Calculons l'espérance mathématique de la variable aléatoire X.

E(X) :gx0+gxl+£xm+£><5.m: 0+£+ 32m + 65.m _ 97.m+30
7 7 105 105 . 105 105 105 105

Somme des probabilitéxvaleur de X

2 Un jeu est équitable lorsque l'espérance de gain brut est égale a la mise. Ainsi :
97.m+30
105

Le jeu est équitable < E(X)=m & 97.m+30=105.m

< 30=8m < m=%z3,75€

Conclusion : pour que le Phylthonphryk soit équitable, la mise doit étre fixée a 3,75€.
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f) Chaque partie de Phylthonphryk est assimilable a une épreuve de Bernoulli ou la
question est de savoir si 1'événement G se réalise.

Les sept parties success.ives de Phylthonphryk constituent Le joueur

un schéma de Bernoulli a sept épreuves. gagne-t-il cette

On appelle N la variable aléatoire comptant le nombre de partie ?

parties gagnées par le joueur sur les sept.

N prend toutes les valeurs entiéres comprises entre 0 et 7.

Sa loi de probabilité est la loi binomiale de parameétre

1
n="7 etp:—3.

Il gagne exactement trois parties lorsque N = 3. Par suite :

3 4
7
P(N:3): N 13 N 92 )" _ 157391533312 ~0,039
3 105 105 4020286921875
Conclusion : le joueur a moins de quatre pourcents de chance de gagner exactement trois
parties sur les sept auxquelles il joue.

Derniére partie : le prof s'appelle machine !

a) La loi de probabilité de X étant une loi exponentielle de paramétre A, la densité de
probabilité de X est la fonction f définie sur l'intervalle [0;+o0] par :

f(x)=nre™*
Une primitive de la fonction f(x)= —(—X).ef}"x sur l'intervalle [0;+o0] est —e X
'T' U U

b) Nous savons que la probabilité que I'appareil tombe en panne au cours de 12 premiers
mois c'est-a-dire que X appartienne a l'intervalle [0;12] est de 0,3. Par conséquent :

12
p(Xe[0:12))=03 & [f(x)dx=03 & [—e*-xlz:og
0

o (—e*xn)—(—e*xo)zo,3 o 12211203

o o7 o 22207 o -124=(0,7)
e — |

Deux réels positifs ...des logarithmes
égaux ont... égaux.

In(0,7)
-12

< A=

=~ 0,0297

¢) Désormais, la densité de probabilité de la variable aléatoire continue X a valeurs est la
fonction f définie sur [0;+oo par :

f(x)=0,03xe 03

dont une primitive est —e 03X,

Calculons la probabilité qu'un Roboprof ait une durée de vie supérieure a trente-six mois
c'est-a-dire la probabilité que X appartienne a l'intervalle [3 6; +oo[ .
36

p(X e[36:+20[) = 1-p(X €[0:36]) =1 [ £(x).dx =1-[ 0 ]36

=1-(-e™ 0% 41) =™ 0% < 0,340

Conclusion : la probabilité qu'un Roboprof serve plus de trois ans est d'environ 0,34.

d) Calculons la probabilité que la durée de vie d'un Roboprof soit inférieure a cinq ans
Xe[0;60]

sachant qu'il a déja fonctionné trois années .
L ]
Xe[3;+00]

el i L D)l

Nous connaissons déja le dénominateur. Calculons le numérateur.

60
p(X e[36; 60]) = j f(x).dx
36
60
_ [_e—o,os.x] _ (_6—1,8)_(_6—1,08) _ o108 _ 18
36
La probabilité conditionnelle devient alors :
o108 _ 18
p(X €[0;60] sachant X €[36; +oo[) - —
el
e—1,8
=1- =1-¢%"? 20,513
6_1’08

Conclusion : un Roboprof qui a fonctionné déja trois années a moins d'une chance sur
deux de dépasser son cinquiéme anniversaire.
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