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Le plan complexe est muni d'un repére orthonormé direct (O;zl ,\7) d'unité graphique un

centimétre.

1. Restitution organisée des connaissances
On utilisera sans démonstration les deux propriétés suivantes :

» Propriété 1 : toute similitude indirecte qui transforme un point M d'affixe z en
un point M’ d'affixe z’' admet une expression complexe de la forme :
z'=axz+b
ouaeC*etbeC.
» Propriété 2 : soit C un point d'affixe c. Pour tout point D distinct de C et d'affixe
d et, pour tout point E distinct de C et d'affixe e, on a :

e—

(CB.CE) -are &

¢ j modulo 27

—C

| Question : Montrer qu'une similitude indirecte transforme un angle orienté en son oppose€.

Soient C et D les points d'affixes respectives :

c=3 et d=1-3i
On appelle s; la similitude qui a tout point M du plan associe le point M; , symétrique de
M par rapport a l'axe des réels (O;u) .
2.a. Placer les points C et D, puis leurs images respectives C; et Dy par s;.On
complétera la figure au fur et a mesure de I'exercice.

‘ Voir a la fin du présent document

2.b. Donner 'expression complexe de s .

z'=axz+b

Soit s une similitude dont une expression complexe est de la forme :
"indirecte"

* | On évite le qualificatif

Soient K, L, N et P quatre points du plan complexes d'affixes respectives k, /, n et p.
On suppose que les points K et L sont distincts.
On appelle alors K', L', N" et P’ leurs images par la similitude s.

Leurs affixes respectives k', [', n' et p’ vérifient :
K'=s(K) o k'=axk+b
L':s(L) o [I'=axl +b

Pour celles et ceux qui ne 'auraient pas remarqueé, s; est la symétrie axiale d'axe (O;z'j) .

L'une de ses écritures complexes est :

z'=sl(z)=@

Encore une mauvaise
formulation !
Deux paires de points
distincts suffisent a
définir une similitude
indirecte...

Soit s, la similitude directe définie par :
» Le point C; et sonimage C' daffixe ¢'=1+4i
» Lepoint D; etsonimage D' d'affixe d'=-2+2i

3.a. Montrer que l'expression complexe de s, est:
z'=ixz+1+i

Intéressons-nous au quotient complexe :
pr_nr:(axﬁ+)c{)—(axﬁ+)c{) _ Xx<ﬁ_ﬁ) _p-n :(p—n
I'-k' (axl_+}x)—<a><l;+h) Xx(l_—l;) /-

conjugués est

11 vient alors :

L'argument du conjugué

est égal a 'opposé de l'argument quotient.

La différence des

égale au conjugué
de la différence.
Le quotient des

conjugués est égal
au conjugué du

(@,W) = arg(l;__:, j = arg[[%)] =—arg [%) = —(fL,ﬁP) modulo 2w

Donc la similitude s change l'orientation des angles.

Cette question est extrémement mal posée

En effet la définition d'une similitude indirecte est qu'elle change 1'orientation des angles.
Une formulation correcte de la question serait plutot :

Prouver qu'une similitude d'expression complexe z'=axz+b est indirecte.

Les affixes des points C; et D; sont données par :

o =s(c)=c=3=3

dy=s;(d)=d=1-3i=1+3i
Comme s, est une similitude directe, alors I'une de ses écritures complexes est de
forme affine :

z'=s,(z)=az+b
ou a et b sont deux coefficients complexes que nous allons déterminer.

Ensuite :
5(C)=C" & axq+b=¢ < 3xa+b=1+4 (1)
5;(D)=D" < axdj+b=d < (1+3i)xa+b=-2+2i (2)
En soustrayant les deux équations, c'est-a-dire en effectuant (1)—(2), il vient alors :
(3xa+8)—((1+30)xa+K)=(1+4i)—(2+2i) < (2-3i)xa=3+2i
Nous en déduisons :
3+2i (3+420)%(2+3i) 6+9i+4i+6i> L +13i-6 Wi
a= - - = =
2-3i (2-30)x(2+31) 22 (34)? 4-(-9) MW

il
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Pour obtenir 'ordonnée a l'origine b, nous remplagons a par sa valeur dans I'équation (7).
3xi+b=1+4i < b=1+4i-3i=1+i|
Conclusion : une écriture de la similitude directe s est bien :
zZ'=s, (z):ixz+l+i‘

Une autre méthode beaucoup plus rapide...mais pas trop dans I'esprit !!!
Soit g la similitude directe dont une écriture complexe est :

g(z) =ixz+1+1i
Déterminons les images des points C; et D; par g :
g(a)=ix3+1+i=3i+l+i=1+4i=C
g(d))=ix(143i)+1+i=i+3i% +1+i=i-3+1+i=-2+2i=d'
Donc les images des points distincts C; et D; par la similitude directe g sont les points

distincts C' et D’ . Etant donné qu'il n'existe qu'une seule similitude directe réalisant
cette correspondance, nous en déduisons :

$H=8

Et les écritures complexes de 1'une sont aussi celles de 1'autre !!!

| 3.b. En déduire les éléments caractéristiques de cette similitude.

Comme son expression complexe n'est pas de la forme z' =z+b, alors la similitude
directe s, n'est pas une translation et est définie par son rapport, son angle et son centre.

& Le rapport de s, est le module de son coefficient directeur :
Rapport (s, ) =|i| =1
Donc la similitude s, est une isométrie...directe donc une rotation !

& Un des angles de s, est un argument de son coefficient directeur :
Angle(s, ) =arg(i) = g modulo 21

& L'affixe o du centre Q qui est I'unique point fixe de s, est l'unique solution de
1'équation :
()=0 o ixe+l+i=o < l+i=ox(1-i)

oo i (Lri)<(1+i) Clwitivi® f+2i-0 %,

=i (1-i)x(1+i) 1= 1-(-1) 2 4

Conclusion : la similitude directe s, est la rotation de centre Q d'affixe i et d'angle 7

R

Commentaire :
D'entrée, I'écriture complexe de s, indiquait qu'il s'agissait d'une rotation...

Soit s la similitude définie par :
s=85y08

| 4. Déterminer I'expression complexe de s.

Pour tout nombre complexe z, nous pouvons écrire :
S(Z) =808 (Z)
=5 [sl(z)J =ixs(z)+1+i=ixz+1+i

Commentaire :
Encore une question dont on devine difficilement la difficulté...

On pourra admettre désormais que s est la similitude indirecte d'expression complexe :
z'=ixzZ+1+i

| 5.a. Quelles sont les images des points C et D par s ?

La similitude s est la composée de la symétrie axiale s, suivie de la rotation s, .
Par conséquent, les images des points C et D par s sont données par :

c 25 ¢ 25 ¢
D %5 D —2 5 D

Conclusion : les images des points C et D par la similitude s sont les points C' et D’ .

5.b. Soit H le point d'affixe 4 tel que :

LT
o
h—c=e 3 x(d-c)
Montrer que le triangle CDH est équilatéral direct.

Comme les affixes des points H, C et D vérifient 1'égalité :
T

i—
h—c=¢3 x(d-c)
alors le point H est I'image du point D par la rotation de centre C et d'angle g .

Par conséquent, nous avons :

C—Hzl < CH=CD et
CD -

L ]
Le triangle CDH est isocéle en C

(@,ﬁl) zg modulo 27

L I
L'angle au sommet C mesure +60°

Conclusion : le triangle CDH est équilatéral. Le point H se construit comme étant le
troisiéme point du triangle équilatéral direct CDH.
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Une autre maniére de faire...en sautant la rotation
L'égalité définissant 'affixe du point H s'écrit aussi :
LT
53 h—c 13
h—c=¢3x(d-c) =e H'
d—c
1l vient alors :
CH |h i h i
—c 2 —= —c 2| =
—= =le 3|=1] et (CD,CH)zarg =argle 3 |=—
CD |d-c d-c 3
. -
5.c. Soit H' l'image de H par s. .
Préciser la nature du triangle C'D'H’ et construire le point H'. On ne demande pas de &
. 1 s ~ \
calculer 'affixe 4" du point H'. D ~ \
Intéressons-nous a la transformation s. \
D'abord, comme s est la composée de I'isométrie indirecte s; (une symétrie axiale) |
suivie de l'isométrie directe s, (une rotation), alors la similitude s est elle-méme une '
isométrie indirecte. C'est-a-dire qu'elle conserve les longueurs mais qu'elle change C ou|C,
l'orientation des angles.
Ces choses ayant été dites, comme : /
s(C)=C’ /
s(D)=D'
s(H)=H'
T ————
alors : D ®
C'H CH = = ——= == T H
== ot (CD,CH)=-(CD,CH)=-= (2n)
Cc'D" CD . 3 .
Le triangle C'D'H’ est iscocele en C ...et méme équilatéal indirect !
Conclusion : le triangle C'D'H’ est équilatéral indirect. Comme ainsi que 'on construit
le point H'. La réalité de l'isométrie indirecte s,
Il n'existe que deux types d'isométries indirectes : les symétries axiales et les symétries
glissées. Les premiéres ont une droite de points fixes, les secondes n'en ont pas.
Déterminons les points M d'affixe z = x +iy qui sont fixes par l'isométrie indirecte s, .
5 (z) =z & ixz+l+i=z & ix(x—i.y)+1+i =xX+iy
Parties réelles Parties imaginaires
Des complexes égaux... égales... égales...
T 1 T 1 1
& ix+y+l+i=x+iy &  y+l=x et x+l=y
x—y=1 x—y=-1
Donc l'isométrie indirecte s, n'a aucun point fixe.
Conclusion : I'isométrie indirecte s, est une symétrie glissée.




