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f est une fonction définie et dérivable sur ]—oo; +oo[ dont le tableau de variation est : 2.a) Interpréter graphiquement g(2) .
¢ oo 0 oo 2.b) Montrer que 0<g(2)<2,5
f'(t) + + 0 - - 2
o2 2.a) L'intégrale g(2) = If (t).dt est l'aire du domaine compris I'axe des abscisses, la
+e
0
/ courbe (C) et la droite verticale d'équation x =2 . Ce domaine est représenté ci-contre.
f
0 2.b) D'apres le tableau de variation de f, nous avons pour tout réel t [0;2] :
/ 0<f(t)<l+e
—o0 1

Soit g la fonction définie pour tout réel x par :

g(x):]‘f(t).dt

1°) En tenant compte de toutes les informations contenues dans le tableau de variation,
tracer dans le repére ci-dessous une courbe (C) susceptible de représenter la fonction f.

> ¢

y
A
Tangente horizontale pour
le maximum de f en x=2.
A
| _A
g(2)
5 y = 1 : asymptote en +
-1 1 2 3 4
-1 Une fonction f répondant aux spécifications de
I'énoncé est la fonction :
f(t)=(1-t)xe " +1
(©) 11 suffit juste de regarder du c6té de la partie B.
20

Appliquons a cette inégalité le théoréme de I'inégalité de la moyenne. Il vient :

ox(z—o)sj'f(t).dts(ne‘z)x(z-o) soit 0Sg(2)$2><(l+e_2)

0
Or, le nombre (d'Euler) e est compris entre 2 et 3. Par conséquent :
2<e<3 = 4<e?<9 = 1>L2:e_2 >l = 2x(l+lj>2x(l+e_2)
La fonction 4 e 9 4

carre est La fonction inverse est 2,5

croissante décroissante sur |0;+o0].
sur ]O;+OO[‘

Conclusion : en combinant les deux inégalités, nous aboutissons a : 0 < g(Z) <2,5

3.a) Soit x un réel supérieur ou égal a 2.

X

Montrer que If(t).dt > x—2. En déduire que g(x)=x-2.
2

3.b) Déterminer la limite de g en +oo .

3.a) D'aprés le tableau de variation de f, nous savons que pour tout réel t € [2;+oo[ :
f(t)>1
Intégrons cette inégalité sur l'intervalle [2; x] ou x est un réel supérieur ou égal a 2.
X X
[r(t)de= [1xa=[e]) =x-2
2 2
11 vient alors que pour tout réel x €[2;+oo[ :

g(x)= jf(t).dt = j.f(t).dt+]£f(t).dt

C'est la relation de Chasles.
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Comme la fonction f est positive sur l'intervalle [0;2] , alors l'intégrale J. f (t).dt est

0
aussi positive. On en déduit alors :
X

g(x):if(t).dt+Jf(t).dt20+(x—2): x—2

3.b) Comme la fonction g est minorée sur l'intervalle [2;+oo[ par la fonction x -2 qui
tend vers +oo, alors il en va de méme pour g en +oo . Ainsi :

lim g(x) =+
X—>+®0

4°) Etudier le sens de variation de la fonction g sur l'intervalle ]—oo; +oo[ .

Comme la fonction g est une primitive de la fonction f sur ]—oo; +oo[ , alors la dérivée de

la fonction g sur ]—oo;+oo[ est la fonction f qui d'aprés son tableau de variation, est
négative avant 0 et positive aprés. Par conséquent, le tableau de variation de g est :

oo Nous ignorons la limite
vde gen —oo [en fait, g(x)
1 s'envole alors vers +od].

. Par contre, 1'image de 0

? +oo | par g se calcule trés bien.

g \ ﬂ g(x)= j:f(t).dt =0

Bornes égales

X —0 0

Dans cette partie, la fonction f est définie pour tout réel t par :
f(t)=(t-1)xe " +1

1°) A l'aide d'une intégration par parties, exprimer en fonction du réel x l'intégrale :
X

I(t —1)xe_t.dt

0

X

Pour calculer l'intégrale J. (t - l)x e~'.dt, appliquons la formule d'intégration par parties :

Juxv(oa=Tu@ev(©)]; - [w(xv(oa

ou les fonctions sont définies et dérivables sur IR.

u(t)=t-let |v(t)=—e"
w'(t)=1 V(t)=e
Nous pouvons écrire que pour tout réel x :

]&(t—l)x e tdt= [(t —l)><(—e_t )}: —j‘ilx(—e_t )_dt

0

=—xxe " +e ¥ —1—[e7tJ: =—XX€7X+/@7’(—\\—/@7{+\1\

X

=—XXxe

2°) En déduire que pour tout réel x :

g(x)=xx(1—e‘x)

Pour tout réel x, nous pouvons écrire :

g(x)= ]gf(t).dt = ]&((t—l)xet +1).dt = ]g(t—l)xet.dw]gl.dt

L ]
Linéarité de l'intégrale

=—xxe ¥ +[t]3 =—xxe ¥4+x-0=x—-x%xe2 % :xx(l—e_x)

| 3°) Déterminer la limite de la fonction g en —o

Lorsque x plonge vers —oo , son opposé —x s'envole vers +oo et son exponentielle e~
aussi !
Par conséquent :

lim g(x)= lim xx (1 —e X ) =(—o0)x (l - (+oo)) = (—o0)x(—0) =+

X—>—00 X—>—00




