Ce cours a été rédigé en décembre 1994 alors que je préparais I'agrégation de mathématiques et mis a jour en juillet 2001.
Dans le cas ou il comporterait des erreurs, merci de me les signaler.
Il est exclusivement mis en ligne par le site "la taverne de I'lrflandais" (http://www.tanopah.com).
Ce cours est du niveau Licence.

A L'ENDROIT DU THEOREME
DALEMBERT

Le oorps des complexes C est algébriquement clos. C'est le théoréme d'Alembert-Gaussqui I'annorce
Celasignifie que tout payndme a oefficients complexes peut séaire wmme un produt de mondmes
delaforme aX +b.

Il existe deux démonstrations du théoreme. La premiere est purement algébrique. Elle a ééfaite par
Gausstres cdébre mathématicien du dx-neuvieme siede qui a bien dautres théorémes a son nan !

La semnde preuve démule des propriétés anaytiques de C. C'est la plus courte @ certainement la plus
accessble. C'est avec dle que nous al ons démontrer |e théoréme d'Alembert-Gauss

Théoreme d'Alembert-Gauss: C est un corps a gébriquement clos.

Lapreuve: S nousdémontrons que tout poynéme PLIC[X] admet au moins uneracine sur C, nows
aurons alors prouvéque le arps des complexes est algébriquement clos.

n
Soit P(X) = Z a;.X' un pdynome a wefficients complexes de degré n.
1=0
Procédonrs par I'absurde : suppasons que P n'admette aucune radne sur C.
Celaveut dorc dire que le minimum de lafonction [P est non nu. Appelons-le .

Comme P est un pdyndme, ona dors que | ‘Iim |P(z)| =+00,

Zl - +oo
Il existe nécessairement unréd positif R tel quesur tout C\D(O,R) onait que |P(z)| = |P(0)|.
Note: D(0,R) désigre e disque fermé de centre O et derayon R.

En tant que polyndme, P est continue sur C.
Il I'est dorc en particulier sur le mmpaa D(0,R) qui est uncompad de C. Il y est dorc borné é il y




atteint ses bornes.

Par cequi vient d'ére dit, il existezgOD(0, R) tel que|P(z,)| = H.
Onadorsqued zOC\ D(O,R) |P(2)|=|P(0)|=p.
Donc pour tout complexe z ,onaque [P(z)| = .
Comme P est un pdynome, P admet un ceveloppement de Taylor en z; c'est-a-dire quil existe des
complexes Cy,Ci+1,--.-,.Cn aveck{1,...,n} tel que g#0 et tel que O zOC :
P(2) = P(zg) + Cy.(z=20)K +...+ Cp.(z=20)"
Lanous devons envisager deux cas:

+ soit k=n:A cemoment lapou tout p>0, onaque d z OD(z,,p), ‘ck.(z—zo)k‘s|ck|.pk.

n n-k

« soit k<n:Dela comme ch.(z—zo)j s|z—zo|k.zckﬂ-.(z—zo)j et vu que
j=k+1 =1
n-k .
ZIirr; Ck+j-(z=20)! =0, dorsil existe p>0tel que pour tout zOD(z,,p) :
~20 &

n

' k k
ch.(z—zo)J s‘ck.(z—zo) ‘s|ck|.p
2

Dans les deux cas, on eut suppcser que |Ck|.pk <M cdaquitte aréduire p.
On a dors que pou tout z[IC(z(, p) (comprenez lele cecle de cantre z( et de rayon p), onaque :
ck-(2=20)¢ D CO, [ey[0*)

Réd proguement pour touty O C(O |ck|.pk)), il existeunzOC(zgq , p).
Ced ca l'applicaionz - ZK est bijedive sur C et sarédproquez - Kz y est parfaitement définie.

Par suite, il vient que l'image du cercle C(z , p) par I'application z — P(zo)+ck.(z—zo)k est

C(P(zp), |ck|.pk) Cest-a-dire le cecle de cantre P(z() et derayon |ck|.pk .

Comme |P(zq)| =|P(zg) =0 = > |ck|.pk , Oest dorc al'extérieur du cercle de centre P(z;) et de
rayon |ck|.pk .
Donc C( P(zg) , |ck|.pk) rencontre le segment [0 ; P(zy)] en un pant que nows noteray.

Or pou cey, il existe z;JC(0,p) tel que y =P(zqg) +cy.(z1 —zo)k

VU qLetout ce petit monde est sur le segment [0 ; P(zg)], ona dorsque:

‘P(Zo) +Cy.(zg - Zo)k‘ = 1 —[ck ¥



La, nows retombors nos deux cas:
« soitk=n:Acemomentla |P(z)|= |P(zo) +ck.(zl—zo)"| =p -l |-p* <u

n
e sotk<n:Etla |P(21)|S‘P(zo)+ck.(zl—zo)k‘+ ch.(zl—zo)J
i

< (u—|ck|.pk)+|ck|.pk <u

Nous avons dorc trouvé dans les deux cas un complexe z; tel que | P(zl)| <U.

Autrement dit, avec cegque nous avons IpPCsE, nows avons établi quil existait un nanbre wmplexe z;
dont I'image par lafonction continue |P| est plus petite que son minimum .

Cequi est tresfort !

Notre suppasition était donc fausse. Tout polyndme almet donc au moins une racine dans le @rps des
complexes. Donc tout paynéme de C[X] est entiérement scindé. Donc C est algébriquement clos !

D'ou le théoréme d'Alembert-Gauss!



