- Connexitude -

Ce cours a été rédigé en juin 1995 alors que je préparais l'agrégation de mathématiques et mis a jour en juin et juillet 2001.
Dans le cas ou il comporterait des erreurs, merci de me les signaler.
Il est exclusivement mis en ligne par le site "la taverne de I'lrlandais” (http://www.tanopah.com).
Ce cours est du niveau début de Licence.

Connexitude

- L'aventure des espaces connexes -

Au sommaire :
0. Préambule.
0.1 Le théoréme des valeurs intermédiaires.

1. De la connexité.
1.1 Définition de la connexité.
1.2 Image d'un connexe par une fonction continue.
1.3 Caractériser un connexe avec une fonction binaire c'est-a-dire sur {0 ; 1}.
1.4 Adhérence et union de connexes.
1.5 Produit d'espaces connexes.
1.6 Composantes connexes, espaces localement connexes et théoréme les caractérisant.

2. Des parties connexes de R et de leurs conséquences.
2.1 Les connexes de R sont ses intervalles.

3. De la connexité tout court et par arcs.
3.1 Arc paramétré ou chemin continu.
3.2 Définition de la connexité par arcs.
3.3 Tout connexe par arcs est connexe.
3.4 Tout ouvert connexe d'un R-evn est connexe par arcs.
3.5 Théoréme sur les espaces localement connexes.
3.6 Contre-exemple montrant que tout connexe n'est pas pour autant connexe par arcs.
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0°) Préambule.
Avant d'entamer notre éique chevauchée atravers les espaces conrexes et tout cequi Sy de présou e
loin Sy rattache, nows all ons énorcer puis démontrer |e théoreme des valeurs intermédiaires.

Théoréme des valeursintermédiaires (0.1).

Soit f: 1 - R unefonctioncontinue sur | un ouvert de R. Soienta @ btel que[a; b] O 1.
Si on pee o =Min(f(a), f(b)) et B =Max(f(a), f(b)) aors Oyd[a; B], il existe dJ[a; b]
tel que f(c) =vy.

Lapreuve: S a = aorslethéoréme est trivialement évident.

Danstout cequi suit, onsuppacseradornc que a # f3.

Soit yO[a, B]. Ona dors quef-1(]-c0 ; y]) et f-1([y; +oo[) sont deux fermésdel.
Ced car]-oo; y] et[y; +oof sont fermésdansR et quef est continue.

Commedeplus[a; b] est fermé dors K=f-1(J-0; y])n[a; b] et K'=f1([y; +o[)n[a; b] sont
deux fermés de R et mémede[a; b].
Comme de plus, ces deux-lasont inclusdans[a; b] qui est uncompad de R (et de lui-méme!) aors K
et K' sont eux-auss compads.
CommeK est compad, il existe dJK tel que ¢ =Sup(K). (Pour ceux qui ne verraient pas pourqua, il
suffit de considérer I'applicaion Id[a; b qu est continue sur [a; b]).
Il sSagit alors de montrer quef(c) =.
Comme dIK, onadgaque f(c) <y.
Commedeplus ¢ =Sup(K) aorsOx]c; b] x n'est pasdansK et dorc f(x) > f(c).
Or f est continue sur [a; b] et trivialement onaque f(c) = Iim+f(x).

X-C
Par passage alalimite, il vient alorsque f(c) > y.

D'oulethéoreme...
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1°) De la connexité.
Danstout cequi suit E désignera un espacetopdogique.
Pour nate, onrappelle que si E est un ensemble dors le sous-ensemble de P(E) guon ndera T définit
unetopdogiesur Esi et seulementsi [ et Esont dans T, s T est stable par intersedionfinie @ si T est
stable par union guelcongte. Les élémentsde T sont alors appel és les ouverts de E pou cette topdogie.

A présent on ale théoreme/définition suivant :

Théoreme/Définition 1.1: Soit E un espacetopdogie alors les assertions siivantes ont
équivalentes:

(i) Il n'existe pas de partition ce E en deux ouverts de E non \ides.

(ii) Il n'existe pas de partition ce E en deux fermés de E non vides.

(iii) Les suls ouverts de E qui sont auss fermés dans E sont [J et E.
Si E vé&ifiel'une de cestrois asertions alors dit-on qLe E est conrexe.

Quelesassrtions (i) et (ii) soient équivalentes relévent du complémentaire. (Euh cdui des ensembles,
pas cdui du Loto!).

Que (i) O (iii ) est askz évident. Car s ayant (i), O est alafois ouvert et fermé dans E et alors E\O est
alorsun ouwert de E. Las O &ait distinct de [0 ou ¢k E alors nous aurions trouver une partition ce E en
deux ouverts de E non vides en lapersonne de O et E\O.

Que (iii) O (i) est la-encore fastoche! Ayant (iii ), suppaons quil existe une partition ce E en deux
ouverts non vides que nous appelerons O et O'. Comme O' = E\O et O = E\O', les deux compéres que
sont O et O' sont alafois fermés et ouverts dans E. De plus commeils nt non vides, ils sont de fait
distinct de E et du [ qu est sensé symbadliser le vide. (Rien avoir avecles cigaresdu pharaon!). D'ou
une belle mntradiction avec (iii ).

Etre connexe, c'est bien! Mais étre un conrexe qui sexporte cest mieux ! Et certainsy arrivent !

Théoreme 1.2: E et F deux espacestopdogiqueset f: E — F une gplicaion continue sur E.

Si E est connexe dors f(E) est conrexe.

Pour éviter toute mnfusion f(E) est conrexe pour latopdogie indute par F sur f(E). O est notamment
un ouert de f(E) s et seulement sil est I'intersedion dun ouvert de F avecf(E).

Lapreuve: Suppasons que f(E) ne soit pas conrexe dorsil existe O et O' deux ouverts non
vides et digoints de f(E) tel que f(E) = OO'. (O et O' rédisent une partition e f(E).

Commef est continue sur E alors f-1(0) et f-1(0") sont alors ouverts dans E.

De plus|'un comme |'autre sont non vides et ils sont digoints.

Ces propriétés, ilslesdoivent aO et O'.

Deplusilsrédisent une partition ce E. (Ce qui n'est pas dans|'un est dans I'autre vu que E = OOO").
Autrement dit E n'est pas conrnexe! Contradiction qu nous asaure la onrexité de f(E).

Mais pourait-on se demander, n'y-t-il pas une maniére plus popuaire & plus commune de caadériser
les espaces connexes. Laréporse a céte questionest "Ouaip!”. En vaici l'ill ustration.

Théoreme 1.3: Soit E un espacetopdogique. Alorsil y a guivalence atre les assertions slivantes:
(i) E estconrexe.
(i) Toutefonction f : E - {0, 1} continue sur E est constante sur E.
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Avant daler plusloin, unmot sur latopdogie sappliquant dans le ca présent a{0, 1}. C'est la
topdogieindute par R avecsavaleur absolue. Autrement dit {0} et {1} sont desfermésde{0, 1} dorc
comme le tout moins |'autre donre I'un, onen déduit que tous les ous-ensembles de {0, 1} que sont [,
{0}, {1} et{O, 1} sont desouvertsde{0, 1}. Ce qui nous smplifieraletravail !

La preuve : Nous avons dorc deux implications a établir.

(1) O (ii) : Par I'absurde. Suppasons quil existe unefonctionf : E — {0, 1} continue sur E et non
constante. On a dorsvu que{0, 1}={0} 0{1} quef-1({0}) et f-1({1}) sont deux ouverts non vides de
E et surtout quil s rédisent une partition ce E.

Cequi est stupidement absurde vu que E est conrexe.

(i) O (i) : La encore par I'absurde. Suppasons que E ne soit pas conrexe, c'est-a-dire quil existe deux
ouverts digoints et non vides de E que nous naterons O et O' telsque E = 00O
Considéronsalorsxp: E - {0, 1} lafonction caradéristique de O (qui si xCO aorsxo(x) =1 et 0
sinon).

Il est clair que X est continue sur E. En effet si xJO alors O étant ouvert dans E c'est un vdsinage de
x dans E et de plus xp(O) = {1}. Demémesi xO' = E\O dors O' est un vasinage ouvert de x dans E
tel que xpo(O') = {0}. On adorc trouvé une gplication continue sur E avaleurs dans {0, 1} qui ne soit
pas réduit a une mnstante. Ce qui est trés dréle d trés contredisant vis-a-vis de (ii). Par suite E est dorc
conrexe.

Ce théoreme nous permet d'enchainer sur la propasition suivante :

Proposition 1.4 : Elle cmmporte deux assertions.
(i) S E est unespacetopdogique € A une partie de E connexe dors A est conrexe.
(i) S E est unespacetopdogique & si (Aj)j] est une famille de parties de E conrexes ayant un pant
uncommun (i. e CBOE tel que Oill, alJAj) alors UAi est une partie de E conrexe.
il

La preuve : Nous avons dorc deux chases a montrer.

s f: A - {0, 1} est une gplicaion continue sur A alorscete goplicaion est également continue
sur A qui est conrexe. Donc il existe d{0, 1} tel que OxOA, f(x) = c.

Oronagque f(A) O f(A). Eneffet s yOf(A) dorsil existexOJA tel quef(x) =y. Et dorc il existe une
suite Xp)nOoN D A tel que lim x, =X .

n — +oo

Par suite ommef est continuesur A vient-il que lim f(x,)=f(x)=y.
n - +oo

Autrement dit, en lapersonre de ( f(Xp) )noN T f(A) at-on trouvé une suite qui convergeadt versy
dorc yOf (A).

Cequi donre cequon vodait !.

Bref il vient dorc quef(A) O f(A) ={c}.

Ainsi cette gplicaionf est-elle mnstante sur A cequi assure de part le théoréme 1.3 que A soit
conrexe.

(ii) Soit f : UAi _. {0, 1} une gplication continue sur UAi .

il il
Onaadorsque dill, festcontinuesur Aj qui rappelons-le est conrexe. Donc en vertu duthéoreme
1.3 il existe gOJ{O, 1} tel que OxUA , f(x) = gG.

Une aventure mathématique écrite par Jérdme ONILLON (e-mail : tanopah.jo@free.fr). 4
(c) La taverne de I'lrlandais / www.tanopah.com Juin 1995/Juillet 2001 - Tous droits réservés




- Connexitude -
Or 0idl, alAj . Ains pou tout illl a-t-on qe g = f(a).
Cequi asaure quef soit constante sur UAi et dorc finalement toujours en vertu du pécélent
il
théoréme que UAi soit une partie de E conrexe.
il

Defagn dus générale, ona méme le théoreme suivant :

Théoréme : Soit E un espacetopdogique € (Aj)jry ure famille de parties conrexes de E tel quil
existeun igtl tel quelilll, Ajn A, #00  aors UAi est une partie onrexe de E.

id

Il se montre de laméme fagon qele paint (ii) de notre propasition 1.4 On peut d'aill eurs considérer ce
point (i) comme dant un corollaire de cethéorémel!

Pour achever ce premier paragraphe, nous all ons dire deux mots des produits d'espaces connexes a
partir du théoreme suivant.

Théoreme 1.5: Soit (Ej)i41
Il'y a guivalence entre:

n} une famill e d'espaces topd ogiques non vdes.

(i) Oi0{1, ..., n} Ej est conrexe.
n
(i) E; est conrexe.
=1
Pour note, onrappelleque s Lil{1, . . ., n}latopdogie est définie sur Ej par I'ensemble des ouverts

e b

O; ets onappelleB le sous-ensemble de Pﬁl_l E; Edéfini par :
1=1

n n E

B =[Bous ensembl& de |_| E; telqueli {1, ..., n}il existeX; 0 O; avec X = |_| XiO
E =1 1=1 E
alors O le plus petit sous-ensemble de P(E) contenant B, stable par intersedionfinie & union
dénombrable. (Il existe grace alemmede Zorn!) définit latopdogie produt de I'espacetopdogique

produit quest |_| E .
1=1

A présent, nous al ons montrer notre théoreme.

La preuve : Nous avons deux implications a prouver pour démontrer I'équivalence
(O (i):Onnae E=| | E,.

Sait f : E - {0, 1} une gplication continue sur E.
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Onnae dorsUa =(&)jyf1, ..., nUEet 001, ..., n}
0, :E; D {01}

Xj M - f(ag,...Xj,n)

Commef est continue sur E et que I'application dinjedion Ej-E est continue sur Ej,
t - (ag,...,t,...,an)

alors ¢a,j est continue sur Ej. Cet espace éant conrexe, elley est donc constante.
Ainsi sl X =(Xi)icg1, ..., n} & Y=))j0{1, ..., nysontdansE aors at-on que @mme ¢y 1 est
constante sur Eq que:
f(x1, . . . . Xp) =f(y1, X2, . . . . Xp)-
Par réaurrence sur j, onmontre dors que mmme Dy, i est constante sur Ej.
Il vient dlors que :
XL X =EOL YL X X = Oy ) )

cest-a-direque  f(xq,....Xp) =fy1, . . . .Y, Xj+1, - - - Xp)-
Finalement [x, yOE f(x) =f(y) dorcf est constante sur E et E est bien conrexe.

wXn)sd

(i) O (i) : Lail suffit de considérer Li0{1, . . ., n}I'applicaion de projedion sur E;j. Cette derniére
étant de fait continue, Ej est alors un espacetopdogique anrexe.

Pour terminer ce paragraphe, sachez que si E est un espacetopdogique quelconqle @ si a est un
élément de E aors on appell e compaosante mnrexe de ale plus grand conrexe de E contenant {a}. On
note souvent cdui-ci C(a). Mais me direz-vous cet ensemble quest C(a) existe-t-il toujours ?
Laréporse est oui. Car {a} alui tout seul est conrexe. (Pastrop du avaoir).

La-desaus UA est un connexe de E (en tant que réunion ce cnrexes ayant tous un pant en

A connexede E
contenant a.

commun c'est-a-dire g contenant a ansi que tous les conrexes de E contenant a. Autant dire que cest le
plus grand conrexe de E contenant a. Celui quon vodait !

Deplus, on dt quun espacetopdogique quelcongLe E est locdement connexe si et seulement si tout
voisinage de tout point ade E contient un vasinage de adans E conrexe.

En aucun cas cequi est locd ement connexe n'est automatiquement conrexe. Ainsi Z est-il | ocdement
conrexe sans étre pour autant conrexe. Rédproquement c'est pareil !

Cequi est conrexe n'est pas locdement conrexe.

Pour caradériser les espaces locdement conrexes plus fadlement, ona dors le théoreme suivant :

Théoréme 1.6: Soit E un espacetopdogique quelconqgte dorsil y a gjuivalence atre :

(i) E est locdement conrexe.

(i1) Pour tout ouvert O de E, les composantes conrexes de O sont des ouverts de O et dorc de
E. (ca I'ouvert dun ouvert est ouvert!).
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La preuve: Pour prower I'éguivalence, nows devons établir une impli cation mutuell e,
(i) O (i) : Soit O un ouvert nonvide de E. Soit x[JO. On nae C(x) la ompaosante anrexe de x dans O.
Il Sagit de montrer que C(x) est ouvert.
Soit yIC(x). Comme O est ouvert, il existe un vasinage V dey dans O qui soit conrexe. Ainsi C(x) et
V sont-il s deux connexes contenant .
Vu quilsont un pant en commun, leur union kénie par le Pape (pas de sifflet, merci!) est donc
connexe. Or C(x)V contient x. Vu que C(x) est le plus grand connexe de E contenant x, il vient de fait
que C(x) = C(x)V et dornc que VOC(x). Autrement dit C(x) est un ouvert de O et defait de E.
(i) O (i) : Soit xLE et V un vasinage de x dans E. Il existe dors un ouert O de E contenant x et
contenu dans V. On appell e dors C(x) la ammposante mnnexe de x dans O. En vertu du(ii), C(x) est un
ouvert de E. C'est dornc un vasinage conrexe de x dans E qui est contenu dans O donc dans V. Par
suite E est donc locdement conrexe.
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2°) Des parties connexes de R et de leurs conséquences.
On entame diredement les haostilit és avecle théoreme suivant.

Théoreme 2.1: Soit | une partie de I'espacemétrique R pou lavaleur absolue dorsil y a
équivaence etre :

(i) | est conrexe.

(i) I est unintervalle.

La preuve : Nous avons deux implications a éablir.

() O (i) : Ayant (i), suppasons que | ne soit pas unintervalle. Il existe dorstroisrédsa, b,ctelsque:
a<c<b avecaébqu fontpartiedel et c non.

On considére dorsles ous-ensembles de | que sont O = {x[l tel que x<b} et O' = {x0l tel que x>b}.

Entant quintersedion ce 1 et d'ouvertsde R (en I'occurrence]-co ; b[ et ]b; +oo[ ), O et O sont dornc

desouwvertsde .

De plus comme dJO et cJO', nacs deux petits amis ont donc non vdes. Enfin comme R est totalement

ordonré @ que dJl alorsils ont digoints et rédisent de fait une partition de E en deux de ses ouverts

non vdes.

Contradiction car E est connexe. Par suite [a, bl at-on gqte [a; b] O1. Cequi fat del l'intervalle

guel'on voudait quil soit!

(i) O (i) : S | n'était pas connexe dors de part unthéoréeme du paragraphe précédent, il existerait une
fonctionf: 1 - {0, 1} continuesur | , unxl, unyll tel quef(x) =0 et f(y) = 1.

Par lethéoréme 0.1 desvaleursintermédiaires, il vient alorsque Ot[0; 1] (2O tel quef(z) =t.
Ains aurait-on |'absurdité suivante : [0; 1] Of(1)O{o, 1}.

Contradiction! | est donc conrexe.

Une des conséquences est de cethéoréme est que R est conrexe. De fagon fdus générale, tout espace
vedoriel normé (sans contre-indication de dimension) est conrexe.
Ced ca s EestunR-evn et aors comme OxUE I'applicéion fy : R - E est continue sur R,

t - tx

fx(R) = Ved(x) est conrexe. De plus comme [IX[JE, 00Ved(x) alorsE = UVect(x) est conrexe.

XOE

Une autre conséquence et que danstout R-evn, tout segment est conrexe.

Ced ca pou tout segment [a; b] deE, s on designe par f :[0;1] HN q[a; b] OE alorscomme f
t [ -ta+(@-t)b
est continue sur [0 ; 1], en tant quimage de wnnexe par f, le segment [a; b] est conrexe.

Une monséquencede cette mnséquence est que toute bou e dans tout R-evn est conrexe.
Ced ca s onconsidére laboue de centre x et de rayonr alors OzOB(x, r), CtO[0; 1],
[(tx+@-1).2)-x|=@-t)|x -7 <|x -7 <r
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Cequi noussasaureque[z; x]OB(x, r) et donc que B(X, r) soit convexe.
Par suite B(x,r) = U[z; x] est donc connexe en tant quunion ce @nrexes ayant un pant en
ZB(X,r)

commun.
Et ced, c'est valable auss bien pou lesboues ouvertes que pou les boues fermées.

Enfin pou ceux qui se seraient paser la question, sachez que Q muni de lavaleur absolue mmme
espacemeétrique n'est pas conrexe.

Ced ca OxOR\Q, lesouverts de Q que sont {t0Q tel quet < x} et {t0Q tel quet > x} rédisent la
partition de Q conrexiti quement fatale.
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3°) De la connexité tout court et pararcs.
Soit E un espacetopdogique. On appell e arc paramétré (voir arc tout court) ou chemin continu, toute
applicaion continue duninterval e fermé borné de R. avaleur dans E. De fagon dus prédse ayant
deux pointsa @b deE, ondt quel : [tg; t1] — E estunarcjoignant a ab s et seulement si I" est
continuesur [tg; t1], M(tg) =a &l (ty) =b.
On dt souvent que a &t I'origine du chemin et que b en est I'extrémité.
Quant al ([tg; t1]), onl'appellel'image du chemin. Danslasuite, il se pourait que I'on confonde I'arc
et sonimage. Enfin sachez quon ndera parfois cetteimage Im I'.

Une des conséquences de nos deux définitions est que lesimages des arcs nt des conrexes en tant
guimage de mnrexes(i. elesintervall es de R) par des appli caions continues.

Il vasansdireques a, b,c sont troispointsde E et quesi I est unarcjoignant a ab et " unarc
joignantb a c aors "I est unarcjoignant a a cll n'y apou voir cdaquun re-paramétrage @ un
racordement afaire aux niveaux desintervall es. C'est pastrop du avoir!

Ainsi lareation"Y'aunchemin qu vadun pant aunautre" est-elle unerelation déguivalence (i. e
réflexive, transitive, symétrique).

Avant d'entrer dans le vif du sujet, nows allons pour le plaisir évoquer le théoreme suivant qui suit :

Théoreme 3.1: Soit E un espacetopdogique quelconqLe € A une partiede E alors I'image de tout
arc I joignant un pant del'intérieur de A et un pant de I'extérieur de A (i.el'intérieur du
complémentaire de A dans E) rencontre lafrontiére de A.

Lapreuve: Danstout cequi suit, onsuppaseraque A est dintérieur et d'extérieur non vide!

Nous all ons procéder par I'absurde!

Suppaonsque Im ™ O E\Fr(A) ou Fr(A) désigne lafrontiére de A (i.e cest I'adhérencede A moins ©n
intérieur).

Or E\Fr(A) est laréunion e l'intérieur de A et de son extérieur. Pour plus de ommodités, on ndera ce
dernier Ext(A). Et nous al ons montrer pourqua cea!

Que Ext(A) et A soient dans E\Fr(A) : Si xOExt(A) alors xOEInt(E\A) = E\A.

Or comme Fr(A)OA , il vient alors que xOE\Fr(A).

Demémes xJA alorsx ne peut pas étre dans Fr(A) du seul fait que Fr(A) = A\A .
Ainsi x est-il dans E\Fr(A).

Que EVFr(A) O Ext(A)JA : Si xOE\Fr(A) dorsxOA\A .
Vu que ADA, nows pouvans alors envisager deux cas
« OubienxOA et laona cequevoulait.
e OubienxOA cequi implique defait de xOE\A cedernier n'étant en fait quiextérieur de A.

Ains at-on que E\Fr(A) = Ext(A)OA .

Par suite comme Im " O E\Fr(A) et que Ext(A) et A sont des ouverts de E non \vides et digjoints alors
leur intersedionavecim I' nous donre une partition de cedernier en deux ouverts digoints et non vides
de cedernier (n'oulions pas que Im " commencedans I'un pou finir dans |'autre!). Ce qui est trés
donre d trés absurde quant on sait que Im I" est conrexe! (Cette chose-1a, nows venors de lavoir!). Par
suiteIm I O E\Fr(A) et il rencontre dorc lafrontiére de A. Ce quel'on vodait!

Tout cda dant dit, onen arrive adéfinir la connexité par arcs.
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- Connexitude -

Définition 3.2: Soit E un espacetopdogique.
Dire que E est connexe par arcs  signifie que [a, bE, il existe unarc joignant a ab.

Par tout cequonadégadit les convexes ont déja nrexes par arcs.

Il en vade méme detout cequi est boue dans n'importe quel R-evn et pou tout R-evn. La encore ce
n'est pas trop du avoir !

Car tout ce petit monde est convexe!

Dans le méme ordre d'idée on dt guun espacetopdogique quelcongue E est locdement conrexe par
arcs s et seulement s tout voisinage de tout point ade E contient un vasinage de adans E connexe par
arcs. Nous reviendrons alafin de paragraphe sur ces espaces locadement conrexes par arcs. Pour note
tout ouvert de tout R-evn est locdement connexe par arcs. La encore ceatient ala mnrexité par arcs
desboues de ces R-evn.

Maisil n'y apas queux qui sont connexes et Connexes par arcs.

Théoreme 3.3: Si E est un espacetopdogique conrexe par arcs aors il est conrexe.

Lapreuve: Soit alJE. On a dors que ObCE, il existeunarc ' joignant a ab.
On peut dorséaireque E= U Im(y) .

bOE
Autrement éait E est une union e mnrexes ayant un pant en commun. Donc E est connexe.

Il va sans dire que sappliguant, ce théoréme nous permet d'affirmer que les espaces topdogiques
locdement conrexes par arcs ont locdement connexes.
En reprenant avec cequon avait dgadit, les convexes nt donc comme nous l'avions déja pressenti
des conrexes.
De plus I'image de tout connexe par arcs par une gplicaion continue est ell e-auss connexe par arcs.
En effet sl E est connexe par arcs et quef : E - F (ouF est un espacetopdogique) est continue sur E
(a) = x
alors [x et yOf(E), il existe a ¢ bOE tel que O :
H(b) =y
Comme E est connexe par arcs, il existeunchemin g: 1 - Ejoignant a ab.
Il vient alors que fog:1 - f(E) est un chemin de f(E) joignant f(a) = x af(b) = .
Ains f(E) est-il connexe par arcs.
Et rédproquement guen est-il ?
Nous n'alons donrer quune réporse partielle qui n'ajuridiction que dans les R-evn.

Théoreme 3.4: Soit E unR-evn et O un ou\ert de E. Alorsil y a é@uivalence entre :
(i) O est conrexe.
(if) O est conrexe par arcs.

La preuve : Nous avons dorc deux implications a établir.
(i) O (i) : C'est du djavu! Cen'est rien dautre que le théoréme 3.3.

(i) O (i) : La encore, on \a procéder par |'absurde. On suppase dorc que O est nonconnexe par arcs.
On peut dorc trouver un pant a @ un pant b dans O tel quil n'existe aucunarc de O joignant a ab.
On appelle dors X = {xOO tel quil existeunarcjoignant a ax} et

Y = O\X ={yOO td quil n'existe aicunarc joignant a ay}.

Il est clair que X est non vide ca a est dedansde mémeque Y ca by est. De plus ces deux-la rédi sent
une partition e O, I'un éant le cmplémentaire de I'autre !
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Nous allons alors montrer que X comme Y est un ouvert de O.
Que X soit ouvert : Soit x[OX. On nadel unarcjoignant a ax. Comme O est un owert de E alorsiil
existe r>0 tel que B(x, r)JO. Mais cette boue est-elle dans X. Laréporse est oui car s yOIB(X, r) alors
I'arc résultant de l'union e " et de[x ; y] joint alors dans O (rappelons que B(x, r) est convexe. C'est
du d§avu ), a ay donc yIX cequi impligue que B(x, r)0X. Par suite X est donc ouvert dans O.
QueY soit ouvert : Soit Xx[1Y. Comme O est ouvert alorsil exister>0tel que  B(x, r)[JO. On a dors
que OyOB(x, 1), yestdansY. En effet sl cen'&ait pasle caadorsy serait dans x, dort il existerait un
arcl joignant a ay.
Par suite ammme B(x, r) est convexe, il existerait en lapersonnede lJ[y; x] unarcjoignant dansO, a
ax. Cequi est compléetement con vu qe xY. Ainsi B(x, Y. Et dorc Y est un ouwert de O.
Et récaitulant, onadonc trouvé une partition de O en de deux ses ouverts non videsque sont X et Y.
Et O est conrexe! C'est trés drole ¢ trés absurde!
Par suite O est donc conrexe par arcs cequi nous nous donre ceque nous voulions!

Vous aurez compris que lorsguon parledel'arc [x ; y], on patique un abus de langage. En fait [X ; V]

n'est que I'image de I'arc quiest [0;1] N _>[x; y]
t [Motx+@-t)y
Maisil est tellement trivial cet arc que tout le monde aura compris. (Enfin j'l'espere!).
Defagn dus générale, onale théoreme suivant qui éend au-dela de nostrés classques R-evn le

résultat précélent. La preuve de ceui-ci reprend daill eurs'idéede la démonstration gue nous venors,
il y apeu, dadcever.

Théoreme 3.5: Soit E un espacetopdogique locdement conrexe par arcsaors:

(i) Si E est conrexe dorsil est connexe par arcs.

(i) Si il n'est pasconrexe dors chaaune de ses composantes conrexes est fermég ouverte @
CONNEXes par arcs.

La preuve: Nous avons deux assertions a prouver.

(i) On suppacse dorc que E est connexe. Soit XE.

On nae X = {y[JE tel guil existe unchemin joignant x ay}.

Comme précéemment, nous allons montrer que X est alafoisouvert et fermé.

Il est clair que x[X.

Que X soit ouvert : Soit yIY aors comme E est locdement connexe par connexe par arcs (pou E) il
existe un vasinage V dey dans E conrexe par arcs. Ainsi (z[OV existe-t-il unchemin alant dez ax
(viay). Par suite VX cequi asaure que X soit ouvert.

Que X soit fermé: On nae Y = E\X = {yOE td quil n'existe pas de dhemin allant de x ay}. Nous
alons montrer que ceé ensemble est un ouvert de E.

Soit donc ylY aors comme E est locdement connexe par arcs, il existe un vasinageV dey dans E
conrexe par arcs. Si z[OV aors z ne peut en aucun cas étre dans X. En effet car ssnoncomme
précélemment, onaurait unchemin allant dey ax (viaz). Ains VOY dorc X est fermé.

Or X est alafoisouvert et fermédansE et il est non vide. En applicaion cel'assertion (iii) de natre
définition 11 des espaces conrexes, il vient donc que X = E. Ains E est-il conrexe par arcs.

Une aventure mathématique écrite par Jérdme ONILLON (e-mail : tanopah.jo@free.fr). 12
(c) La taverne de I'lrlandais / www.tanopah.com Juin 1995/Juillet 2001 - Tous droits réservés




- Connexitude -
(i) : On suppcse lague E n'est pas connexe. Soit X[JE. On nae C(x) sa mmposante onrexe. On nde
la encore X = {ylE tel quil existe unchemin joignant x ay}.
Comme X est connexe par arcs, il est donc conrexe. Ains at-on que XOC(x).
Or C(x) est conrexe d X est en vertu de cequi a ééfait au (i) alafois ouvert et fermé dans E. (Quand
nous avons établi cda, la onrexité de E n'apasjoué). Il I'est donc encore dans C(x). Comme enfin X
est non \de, il vient alors que X = C(x).
C(x) est dorc ouvert et fermé dans E et connexe par arcs comme X.

Il existe cetainement d'autres théoremes établi ssant I'équivalence mnrexité/conrexité par arcs dans
cetains cas.

Mais dans e ca général larédproque "conrexe [1 connexe par arcs est fauss". Nous alonsle
démontrer par le cntre-exemple qui suit.

On considére dorc I'application f : J0;+oo[ [T — C = R?
t - (tsinGyY)

Commef est continue sur ]O; +co[ qui est un ouvert connexe de R, il vient donc quel” =f(JO; +oo[)
est lui-auss conrexe. Par suite I'adhérencede ce ensemble quion nderal est-elle auss conrexe. Le
probléme qui se pose dorsanous est de savoir quell e est cette alhérence Nous all ons la déterminer!
S z[O{iy tel quey[-1; 1]} alorsz est limited'une suitede pointsdel". Eneffet car sl z =iy est dans
cet ensemble, onconsidére dorslasuite (zp)nN* de T définie par :

OnON*,  zn=(tn, sin(1/t,) ) ou ty= n

2nr+arcsin(y)

Autrement dit zp, = (tp, ).
Pour nate, lafonctionarsin est définie sur [-1; 1] quelle met en bijedion avec[-g ; g]. Cesera en

tout cas la définition darcsinus guonretiendra !
Comme lim t_ =0, il vient alorsque lim z, =iy =z ains {0} X[-1; 1] est-il dansT .

Rédproguement on montre que 'J({0} x[-1; 1]) est fermé dans C.
En effet s (zn)nN est une suitede M'O({0} x[-1; 1]) convergeant vers un élément z[IC alorsla
plusieurs cas Nt a envisager :

* Si on peut extraire de (zn)pnN UNe sous-suite se trouvant dans {0} x[-1; 1] . A cemoment-la,
comme {0} x[-1; 1] est fermé dans C alors cette sous-suite qui est de fait convergente, converge
nécessairement dans {0} x[-1; 1] donc zOr O({0} x[-1; 1]).

Esquisse artistique de F. (On ignore toujours qui c'est qui I'a fait!).
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* Si on re peut extraire de (zn)nN Cette sous-suite, c'est cele nombre d'éléments de cdle-ci se
trouvant dans {0} x[-1; 1] est defait limité. Donc pour uncertain NCIN, onaque On=N  z,0Or. Et
|3, nows devons encore envisager deux autres casl

- Soit lim Re(z,) =0: A cemoment 13, il est clair que Re(z) = 0.

Depluscomme [On=N zndr, onadorsquelm(zn) O[-1; 1] et dorc que
Im(z) = lim Im(z,) O[-1; 1].

Ainsi dans cesous-cas, a-t-on que z[J{0} x[-1; 1].

- Soit lim Re(z,) >0: A cemoment 13, il est clair que (zn)nN Ne peut converger que dans ™ et

n- +oo

dorc zr.
Ced cale>0, il existeun mtel que 0 n=ng |z-z,|< €. Enfixant une vachement plus petit que |z, il
vient alors que (Zn)nzno 0 D(z,e)nr .

Or D(z,&)nl estunfermédeC.

Ains vient-il que (z,, )nZno converge dans D(z,€) nT et donc dans . Donc z[r".

Ce gque nous voulions.,

Ainsi toute suite mnvergentede ' ({0} x[-1; 1]) converge-t-elle dans cedernier !
Autrement dit FO({0} x[-1; 1]) est fermédans C, il contient dorc I'adhérencede . Commeil est de
plus contenu dans cette derniere, il vient alors que finalement :

r =ro¢o} x[-1; 1J).

Nous all ons & présent montrer que bien que mnrexe, I n'est pas connexe par arcs.

Soient (0, a)0{0} x[-1; 1] et (b, sin(1y/b))Or deux pointsde I avecb>0. Nous al ons montrer par
I'absurde quil n'existe pas de chemin joignant (0, 8) a (b, sin(T/b)).

Suppasons quil existe un chemin allant de (0, @) a (b, sin(Tyb)).

Donc il existe une gplicaion continue f : [0;1] (0 - C telle que::
t [ - (u(t),v(t))

f([0; 1))Or, f(0) = (0,a) et f(1) = (b, sin(1yb)).
Nous nous abstiendrons de faire remarquer quavoir un chemin sur tout intervalle compad revient a
avoir unchemin défini a[0; 1], lesintervalles compads de R éant deux a deux homéomorphes! Mais
falait-il | e prédser!
Il vasans dire que u et v sont continues sur [0 ; 1].

Onadeplusque Ot[0; 1] :
e soitu(t) =0etaors v(t)O[-1; 1].
» soit u(t)>0 (car u([0; 1])T[0; +oo] ) et dors v(t) = sin(Ty/u(t)) .

On considére dors le sous-ensemble de [0; 1] quest Q = u1(]0; +oo]).

Commeu est continue sur [0 ; 1], que]0; +oo est un ouvert deR, il vient alors que Q est un ouvert de
[0; 1].

Il est plus que dair quQ est réunion e ses composantes conrexes. De pluscomme [0 ; 1] est
locdement connexe dors toutes $s compaosantes connexes ont ouvertes en vertu dun théoréme
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énorcé alafin du pemier paragraphe. De plus ces compaosantes connexes ont dans R. Donc cesont
desintervalles de cedernier inclusdans[0; 1].
Soit J une de ses compasantes connexes nhon nul es.
CommeJest unintervallede[0; 1], il existe dorsc @ dJ[0; 1] (avecd>c) tel que J soit ou ben
[c; d],ouben[c; d,ouben]c; d ouhkenencore]c; d.
Mais J étant ouvert dans[0; 1], Jest dorc l'intersedion ce[0; 1] avecunintervalle ouvert de R. Ced
nouws permet de dire que si ¢ &ait dans Jalorsde fait ¢ =0 (car Jest ouvert dans[01]). Or u(0) =0
donc 00JQ et dorc ¢ ne peut-étre dans J. Ainsi J ne peut étre que dutype]c; d] ou ben]c; d[ .
On ade plusque u(c) = 0 ca sinonc serait dans Q, JO{c} serait alors dans Q unconnexe cntenant
strictement une mwmposante cnrnexe de Q en la personne de J. Quant on sait ce quest une cmpaosante
conrexe (voir plus haut), il vient alors que cen'est pas passhble. Ainsi ¢ n'est pas dans Q et u(c) = 0.
Commeu est continue sur [0 ; 1] et que J est connexe dorsil vient que u(J) est lui-auss un conrexe de
]0; +oo et donc deR.
Ains u(J) est-il unintervallede]0; +oo dort laborneinférieure est 0. En effet comme ¢ et laborne
inférieure de J, onaque Iim+ u(t) =u(c) =0.
t-c
De plus comme Ot0J, ut)>0 ona dorsque v(t) = sin(Ty u(t)).
Comme u et v sont continues sur [0; 1], il vient alors que v(c) = Iim+(sin(Tr/u(t))) cequi fait que
t-c
cetederniérelimite existel

Or comme u(J) 0]0; +oof et que Iim+ u(t) =0, il vient dlorsque lim %Ez +00

toc toc
{0J {0J
Cequi fait que Iim+(sin(rg/u(t))) ne peut exister car sin nadmet aucune limite al'infini positif !

t-c
D'oula contradiction gie nous attendions!
Par suite il n'existe pas de chemin joignant (0, @) a (b, sin(tyb)) dans T .

Ains avons-nous trouve un ensemble annexe nonconrexe par arcs. Ce qui achéve ceparagraphe
plus genéralement notre fabuleuse ajuipée atravers la Conrexitude.
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