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L'tncroyable histoire
fes polynomes cyclotomiques |

Au sommaire :

1. Lagenése.
Définition des polyndmes cyclotomiques. Quelques exemples.

2. Des polynémes tout entiers.
Les coefficients des polyndmes cyclotomigues sont des entiers relatifs.

3. Etenplus,ilssontirréductibles.
Tous les polynémes cyclotomiques sont irréductibles dans Z[X].

4. Ailleurs.
Les polynédmes cyclotomiques dans d'autres corps.



1°) La genese.

Si nest unentier naturel, onappelle pdyndme o/clotomigue nieme cequel'on nde @, et définit
comme éant le produt de tousles mondmes en X-a oua est une radne primitive niéme de l'unité de
C. Donc & ,0C[X].

Mais quest une radne primitive niéme de l'unité ceque I'on abrege le plus uvent par "RPN" ?
Rappelons d'abord gue I'ensemble des radnes niéme de l'unité cest-a-dire I'ensemble

G, ={x0OC tel quexN =1} est un sous-groupe multi pli caif de C.

Le cadina de G, est égd an.

On appell e dors radne primitive niéme de l'unité tout éément de cegroupe I'engendrant.

Or vu que G, est unsous-groupe multiplicaif de C qu est uncorps, il est alors cyclique.
2ikTt
Deplusleséémentsde G, sontdutype e " aveckZ. On peut méme écireque:
Gy, = {Exp(2iTk/n) aveckJ{0. . n-1} }.

Si k est unentier comprisentre O et n-1, on peut dire que:
2k
e N estuneradneprimitive niemedel'unité - Pged(k, n) =1.

En fait cda est valable pour tout entier naturel k a cause de larelation de Bezout qui sévit dans Z.

De part cda @ dufait de lasimplicité de sesradnes, le payndme g/clotomique de degré n est un
polyndme de degré agal au cardinal de I'ensemble des entiers naturels compris entre 1 et n et premiers
avecn. C'est également ceque l'on nde ¢(n) ou ¢ est lafonctionindicariced’Euler.

Exercons natre science sur quelques exemples :
* Lesradnesdeuxiémesdel'unité sont -1 et 1. Elles forment le groupe multi pli catif Gp.
Seule -1 engendre ceui-ci !
Le paynome gyclotomiquederang 2 estdornc: @, (X) = X +1.

+ Lesradnestroisiémesdel'unité sont 1, et j° Seulesles deux derniéres engendrent le groupe
Gs.

Le payndme gclotomiquederang 3estdornc: ®3(X) =(X —j).(X - j2) =X2-X +1.

* Lesradnesquatriémesdel'unitésont 1,-1,i et -i. Elles forment le groupe Gg.
Celui -ci ne peut étre engendré que par i et -i. Ainsi : ®4(X) = (X —i).(X +i) = X? +1

Ce sont lalestrois premiers polyndmes cyclotomiques. Ils ont les deux propriétés que nous allons
établir dans les deux paragraphes suivants: ils ont a wefficients entiers et sont irréductibles dans
Z[X].



2°) Un polynéme tout entier.
Pour I'instant, la seule dhase que nous sachions aur le paynéme gyclotomique est :
ch (X) — (X _ e2I|(T[/ n )
k{0..n-1}
k premieravecn
® |, est dorc dairement un pdyndme a oefficients complexes. Maisil est mieux que cda!

Proposition : Pour tout entier naturel non nd n, ®, 0Z[X].
Autrement tout poyndme o/clotomique ases coefficients entiers.

La preuve: Cette affirmation peut paraitre péremptoire. Pourtart elle est vraie. Démontrons-le!
Lapremiére chose que nous dirons est que toutes les radnes du pdynéme XN - 1 sont simples!
Pourqua me direz-vous ? Laréporse et la suivante :

Nous svonsque: (XN-1)'=n. X1

Denplus, on frut éaire que:
(x " —1)—5.(x ”‘1): 1
n
Cette @alité est vraie dans C[X] qui est unanneau principal ou sévit le théoreme de Bezout.
Lepayndme XN- 1 et sadérivéesont dornc premiers entre aux. Celaveut dorc dire que lesradnes de
XN - 1 sont simples.

Comme toutes lesradnes de XN - 1 sont simples, il en va dors de méme pou cdlesde @, .

Nous all ons a présent établir I'égalit é suivante :
XM -1= |_| GY
d/n
Pour cda, nous al ons prouver que lesradnes de I'un sont auss cdles de l'autre. Et rédproquement !
« Soit o ureradnedeXn- 1.
C'est une radne niéme de 'unité donc un élément du groupe multiplicaion G, .

Dans cegroupe, cet éément aun adred c'est-a-dire un entier naturel tel que ad =1,
Cette @alitefait de a uneradne d-iéme del'unité donc unéément de Gy .
Qui plus est, comme |'ordre de a est égal au cardinal du groupe Gy, alorsil engendre céui-ci.

a est dorc une radne d-ieme primiti ve de l'unité. Ainsi a est une radne du pdynéme
cyclotomique @ .

Mais I'histoire ne sarréte pas la! En fait, danstout groupe I'ordre de chaque dément divise
nécessairement le cadina de ceui-ci.
Danslegroupe G, I'éément a apou ordred. Donc d dvisen.

En conclusion : a est uneradne du produit I_l Dy

d/n
«  Soit B uneradne du prodit I_l Dy
d/n
Il existe donc un pdyndéme g/clotomique @4 dort 3 est laradne. Qui plusest d dvisen.

Intéressons-nous a BN.




B est donc auss uneradne du pdynéme XN- 1.

Dans C[X], tous les payndmes nt entiérement scindes. Le fait que deux d'entre aux aient les mémes
radnes veut dire quils ont le méme degré, sont asociés et dorc diff érent d'un complexe.
Il existe donc un complexe ctel que:
XM -1=cx |_| GH
d/n
Or nos deux polyndmes ont unitaires. Par conséquent, le nombre complexe cvaut nécessirement 1.
D'oul'égdlité:
X" -1= |_| Py
d/n

Notre démonstration riest pas terminée Le dernier ade commence maintenant. Nous all ons prouver par
réaurrencesur n que tout poynome est a wefficients entiers. Et cdava dler tresvite!
e Lestadeinitial : nous savons que le seul générateur dugroupe G, ={1 ; -1} est -1.
Donc @, (X) =X +1. Chaaun conviendraquil sagit lad'un superbe éément de Z[X].

e La propagdion dunrang ausuivant : suppasons quau rang n, tous les polynémes
cyclotomiques @, lorsque m<n sont a mefficients entiers.
Qu'en est-il dorspour ® 41 ?
Laderniere chase que nous avons établie est que:

X" —1:q>n+1x!_| Dy
/n

d#n

Par ceque nous avons Uppces, il est clair que ®4 est un pdyndme a oefficients entiers!

/In
d#n

Imaginors que @41 nelesoit pas! A cemoment, son produt avec |_| ® 4 sortirait de Z[X].

d/n
d#n

Cequi n'est pas posshle ca ceui-ci est cesi superbe € si entier spédmen quest XN- 1.
Par conséquent, les coefficients du cyclotomiques @ .1 sont nécessairement entiers!

D'oulethéoréme!



3°) Etenplus il estirréductible !
Nous savons désormais que les polyndmes cyclotomiques fort partie de I'anneau Z[ X]. lIsy sont méme
tellement bien quilsy sont irréductible !

| Théoreme : Tout payndme o/clotomique est unirréductible de Z[X].

La preuve: La démonstration ce cdte démonstration sera un peu plus difficile que la précéente.
Avant de nous lancer dans une dtagque en regle de cethéoréme, nous al ons démontrer que :

e a est uneradne niemedel'unité.
Si  Pestunirréductible de Z[X] et unitairetel que P(a) =0 aors P(O( p): 0
e pestunentier naturel premier ne divisant pasn

Au bodot !

Lapremiére que nows dirons est que le fait que P soit unitaire découle de sonirréductibilit é & quil
annue une radne nieme.

Comme P est irréductible dans Z[ X], il est alors irréductible dans Q[X].

En effet lesirréductibles de tout anneau fadoriel A[X] sont lesirréductibles de A et les polyndmes de
A[X] nonconstants, primitifs et irréductibles dans K[ X] ou K est le orps desfradionsde A.
Comme Q est un corps (dorc Q[ X] est principal), I'idéd des payndmes qui Sannue en a est alors
nécessairement engendré par P.

Donc P divise XN - 1 mais dans Q[X] !

Mais rasaurez-vous chers ledrices et ledeurs, cda est également vrai dans Z[X].

En effet si on nde Q I'unique payndme de Q[X] tel que P=Q. (X"-1) on peut alors trouver un RO
Z[X] primitif et tel que Q =\. R avecAIQ”".

Deplusil existe deux entiersrelatifsa @ btelsque A = %.

Il vient dors aux niveaux des coefficients dominantsqueb = a

Et donc Q = R OZ[X].

On a dors avec ces mémes notations que (aP)N = (aMP=1. Autrement dit aP est une radne niéme de
['unité.

Suppasons que P(aP) # 0. On a dors nécessairement que Q(aP) = 0.

Comme le pdyndme Q(XP) sannue en a tout comme P, le Pgcd de ces deux polyndmes dans Z[X] sy
annue dorslui auss (en particulier car X-a divise Q(XP) et P).

Par cequi a éé dit précéemment, P divise nécessairement ce Pged qu plongé dans Q[ X] est dans
I'idéd des palynémes sannuant en a. Il vient alors que P divisant un dviseur de Q(XP), finit par
diviser cedernier.

Si I'onmodue tout cda par p, ona dors dansI'anneau %Z [X] que:
XN-1=pP.Q

en naant pareill ement leur classes respedives.

%Z [X] étant integre, il est clair que P et Q sont non nus.

Or dans ce anneau de caadéristique p, en application celaformule du indme en caradéristique p, on
aque:

al?)=leooP
Et Q(Xp) est non nu dans £ 07 [x]!



Soit r unirréductible de %z [X] divisant P.

Une chose: bien gue P est irréductible dans Z[ X], rien nindique quil | e soit sans %Z [X] )

Comme P divisait Q(X p) dans Z[X], quil sagit de polynémes non nu dans %Z [X], ona dorsquer
divise QP dans Z 0z [X].

Commer est unirréductible de cedernier anneau, nécessairement r divise Q dans %Z [X].

Doncrz divise XN-1=Q.P.
Or par larelation évoquéetout al'heure entre XN-1 et sa dérivég cette relation se mnserve dans

2/, Ix]

Donc XN-1 ne peut admettre dans une extension al gébriquement close de %Z [X] gue desradnes

simples.
D'oula contradiction aveclefait quer2 divise XN-1.

Par suite tombant sur une asurdité, il vient nécessairement que P(a p): 0.

Cette chose prouvée nows all ons lancer notre attaque principale qui fera passer autrépas le théoréme
Ci-desausvisé!

Soit dorc P unirréductible de Z[X] divisant ®,,.
De part ladéfinition de cedernier, P annue nécessairement une radne primiti ve nieme de l'unité quon
noteraa.
Toute radne primiti ve nieme de I'unité est alors de laforme oM avecm premier avecn.
La premiére partie de I'assertion déule de définition alorslaque la secmnde démule du fait que
2kt 2ikmrt
commea=e N aors dunepat aM=e " et quedel'autre Pgcd(km, n)=1.
On a dors nécessairement que m est premier avecn.

k
Regardons aors ladéaomposition en produt de fadeurs premiersde m= ” p, oules pj sont des

premiers pasitifs de Z qu peuvent égaux entre aux.
On parle a cesujet de décompasition pimaire de m. Quoiquil en soit onaque O i0{1. . k} pj nedivise
pasn. Ced ca pj est premier avecn dufait de m).
En applicaion de cequel'onamontré en préanbule a céte preuve, ona dors que P(a P ): 0.
Par reaurrencesur i, vu qie G,, I'ensemble des radnes niémes de l'unité est un groupe, onmorntre que
finalement P sannue en aM et donc pour toutes les radnes primiti ves niemes de 'unité.
Donc @, divise P dans Z[X]
En fait cette relation est dans C[X] mais en procédant a une division euclidienne dans Q[ X] et dans
C[X] par ure histoire dunicité onaladivisibilit &€ dans Q[ X]. Puis par un raisonnement analogue a ce
qui a ééfait au début de la présente preuve on se ramene sans problémes dans Z[ X].
Comme P est unirréductible, ®,, est alors nécessairement asocié aP vu que le degrée de @, est non
nul.
Cequi assure que ®, est unirréductible de Z[X].

Autrement dit : Ce quon vodait.



4°) Ailleurs.
Il est posgble de définir les payndmes cyclotomiques sur tout corps algébriquement clos de laméme
maniere que sur C. Mais aur des corps comme les Fp, certains @, sont réductibles.

Enfin et pou terminer si p est premier dans Z et si I'on considere les polyndmes cyclotomiques définis
sur C, onaque:

cpp(X):pZ_lxi .



