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Ce cours est du niveau Licence.

Equations digerentielless
et théoreme de Cauchy-Lipschurz

Au sommaire :
0. Un petit mot d'introduction.

1. Deschoses a introduire et a définir.
Equations différentielles du premier ordre. Solutions e celle-ci. Solution maximale.
Notations utilisées dans ce chapitre.

2. Ce si fameux théoréme de Cauchy-Lipschitz.
Théoréme de Cauchy-Lipschitz.
Histoire de solution maximale : une tentative d'explication.
Corollaire du théoréme de Cauchy-Lipschitz.

3. Quelques outils bien utiles.
3.1 Continuité de la distance en tant qu'application bi-variables.
3.2 Théoréme du point fixe. Application contractante.



0°) Un petit mot d'introdu ction.

Dans cepetit exposé, noLs ne traiterons pas de larésolution pratique des équations diff érentielles du
premier ordre. Nous laissrons cda ad'autres.

L'objet de notre quéte sera de prouver I'existence d l'unicité d'une solution pou chague probléme posé.
Nous all ons démortrer |e théoréme de Cauchy-Lipschitz.

Si cedernier énorcéne permet pas de résoudre une éuation dff érentielle du premier ordre, il dit tout
de méme qudle peut I'étre. Ce qui est d§ja beaucoup...

En tout cas, cdanouws suffira!



1°) Des choses a introduire et a définir

Soit E un R-espacevedoriel normé.

On appell e éguation dff érentielle du premier ordre toute éuation celaforme:
y'(® =1(t,y)

ouf: U - E est continue sur U un ouert de RxE.

On appelle solution e cdte @uation dff érentielle du premier ordre toute gplicaion¢ : |1 — E,
dérivable sur cet intervalle | de R telle que:
. OxdOl, (%, ¢(x))OU.

i, OxOlL, o &'(x) = f(x, d(X)).

On nae S I'ensemble des Dlutions de cate éuation dff érentielle. On définit alors aur cet ensemble S
larelation suivante :

10J
S ¢: 1 -E et @: J- EsontdansS adors ¢D(pc»§ :
HIxO1,0(x) = ¢(x)

Cetterelation est unerelation dordre sur S. (On aura quand méme avant tout cda suppasé que S n'est
pas vide).

Soit alors (tg, yo)[U. On nde dors:
Stoyy =1 (@ : 1 - E)OStel quetgDl et ¢(tg) = yo}

oul désignel'intérieur del'intervallel.
La encore cd ensemble est ordonre (partiellement et méme dans certains cas totalement) par larelation
[0 que nous venors de définir.

Rappelons quun intervallede_R est unmadin qu peut étre de type[ab], [ab[, ]a;b] ou encore]a;b[ ou
a @ b sont deux éléments de R. Mais était-il bien uiile de lerappeler ?

y'=f(t.y)
On appell e de plus solution maximale de I'équation dff érentielle [ , tout éément maximal
B (to) =Yo

deS,,,, (sous-entendu pou larelation dordre &oquee ¢-desals).

Nous avonsici construit certains ensembles dort pour ainsi dire nous ignorons tout. Sont-il s vides ?
Comptent-il s au moins un @ément ? Y -a-t-il dumonde ? Sont-ce des familles monoparentales ? La
solitude y sévit-elle ?

A ces questions comme ad'autres et notamment cdle de savoir Sils nt partiell ement ordonrés, nows
allonsy réponde dans un seand ragraphe ou nows énorncerons et démontrerons le théoréme de
Cauchy-Lipschitz !



2°) Ce si fameux théoréeme de CauchyLipschitz !
Et on commence diredement avecle st mythique théoréme.

Théoréme de Cauchy-Lipschitz:.
Soit E un espacede Banacd (c'est-a-dire un R-evn complet) et U un ouwert de RxE.

Si (tg, Yo)UU ets f: U — E est unefonctioncontinue sur U et locadement lipschitzienne par rappart
alasemndevariable (cdlede E) aors il existeune gplication ¢ : | - E qui fait patiede S, , ).

Depluss @:J - E et y:J - E sontdeux démentde S

(to.Yo)

aors OtOJInd, y(t)=q@{t).

Ici |, Jet J sont desintervall es de R.

Pour note, on dt quelafonction f : U [ - E est|locdement lipschitzienne par rappat ala

(ty) I - f(ty)
seoonce variable (ou dus smplement eny) s et seulement st pou tout YOIPE(U) (comprenez la
projedion canonque de U dansE.), il existe k>0, il existe V un vasinage dey dans pg(U) tel que:

O(t,yq) et (t,yp) OU avecyq et yo[OV, onaque: If(ty.) =y, s kv -yl -

Pour note si E est de dimension finie sur R alors toute fonction f de dasse C1 sur un ouvert U de RXE
est locdement lipschitzienne par rappart ala seconcde variable.

Ayant énoncéun théoreme, nous allons le montrer. Et aprés nous en tirerons les conségquences qui
simposent.

La preuvedu théoreme de Cauchy-Lipschitz:
Dans notre démonstration, nows nous appuerons ur unlemmnme qui sera prowéautroisiéme
paragraphe.
Commef est locdement lipschitzienne enyg, alors il existeun3>0 et un k>0 tel que :
O(t y1) et (t, yp) U avecys et yolIBE(yp, B) onait que
If 6.y ~f(t.y2)le <klyr-yale <k[ya-yl+y2 -yll< k28.
Posons M= 2. k.3.
Comme U est un ouert et que (tp, yg) est dedans, il existeuna>0 tel quelaboue

BrxE( (to, Vo), 0) = %t,y)DRxE tel que Maxﬂt—to|,||y—yo||)s a% soit dans U.
8 B

On nae dors h=Inf (a, %).

Il est alors clair que f est k-li pschitzienne sur Jtg-h;tg+h[xBg(yo. B).
Dans lasuite, nouws appellerons Jl'intervall e Jtg-h;tg+h[.




Notons & =CO(J, B.(y,.B)) I'ensemble des applications continues de J dans B (y,,B) .

¢ est un espacemétrique pou lanorme | || :& M - R

f 0 - Sugf (1),

De plus pou cette norme (et la distance quelleindut), & est complet. Montrons-le!

Prenors (f)nN  est une suite de cauchy dans ¢ .

Comme pou tout tr1J  (fr(t)nN est une suite de cauchy du E qui est complet dornc cete derniére
converge est convergente.

On désigne dorspar f lafonction f: J - E
t » limf_(t).

Comme B.(Y,,B) estunfermédeE, il est clair que f(J)OB:(Y,.B).
Reste amontrer que f est continue. Pour cda, on \a utili ser la @nvergence dur tout compad K de J.
Soit donc K un compad de J.
Soit £>0. Comme (fn)nN est une suite de Cauchy, il existe ngN tel que pour tout n et p=ng, Ot1J
onait que:

I, (t) —fm(t)||E <E€.
Or pou tout nCIN, onaque:

[fa (0 = F®)]c = lim [f(6) =, (V)]

Cela ca comme nouws le verrons avecle lemme 3.1, ladistance est une @ntinue !
En particulier s n=ng comme m=np,

[fa (D) =T (D] <€
Par passage alalimite par rappat am, il vient que:

£, (t) —1‘(t)||E <E.
Si onrécaitule dorc, pou tout £>0, il existe ngUN tel que On=ng, OtOK

£, (t) —1‘(t)||E <E.
Comme pou tout nCIN, fy est continue sur J et comme la onvergencede (f)nN versf est uniforme
sur tout compad de J, il vient quef est alors continue sur J.
Autrement dit f fait partie de €.
Donc & est I'espacemétrique complet que nous annorcions quil était !

On nae dors F={ulJg tel que u(tp) = yo}-
Sionnde ¢: § - E , il est plus que dair que @ est continue sur &.

u - u(tp)

CommeF = qu({yo}), F est donc fermé dans & qui rappelons-le est complet. Par suite, F est donc lui-
auss complet.
On définit alors I'applicaion ¢ : F — Fpar:

o:u- ¢o(u):JM-E

t
t - yo +J'f (s,u(s)).ds
to



Il est clair que pou tout utJF, ¢(u) est continue sur Jet de plus ¢(u). (tg) = Yo
Deméme:

t
b (u).() —yo||E < J'||f (s u(9))|dgsMjt-to|<Mh<p.
to

D'ou ¢(u).(J0 Be(Y,,B)- Ainsi ¢(u) est-il dans F cequi asaure que ¢ est bien définie sur F.

Ayant tout cda, pou tout u et vOF, on peut eéaire que:
t
Ot0J, | (u).(t) —c])(v).(t)||E < J'||f (s,u(s)) —f(s,v(9)d
to

d'ou commef est k-lipschitzienne en'y sur XBg(yp, B),
t

Ib(u).() —d(v).()] ¢ = k.J'||u(s) = Vv(9)|ds < k|t - tou(s) - v(9)] ¢
to

Finalement, il vient que pour tout t1J,
||¢(u).(t) - q>(v).(t)||E < k.h.||u - v||00
Cequi setraduit ausg par :
lo(u) = (V)| skhJu-v|_ .
Autrement dit ¢ est continue sur F.
1

Deplush < B dou k. k. L:—.
M 2kp 2

Autrement dit ¢ est %-contradante sur F qui est un espacemétrique complet.

En applicalion duthéoréme du pant fixe 3.2, il existe unet unseul ulJF tel que:

u=ad(u).
En dérivant sur J, il vient alors que pour tout t1J,  u(t) = f(t, u(t)) et que u(tg) = yo.

Donc la premiére partie du théoréme est prouvée Reste a éablir I'assertion complémentaire.

Siv:O- Ee w: O - E sontdeux solutions de cdte equation dfférentielle (dorc dans S, | ),

ona dorsque OnO' est un ouert non vide de R contenant tg.
La-encore, en faisant intervenir le méme genre de démonstration mais en raisonrant sur I'ouvert On O/,
on montre que en uili sant le théoreme du pant fixe que:
tOON O, W(t) = w(t).
D'oul'unicité locde de la solution.

Et le théoreme de Cauchy-Lipschitz !



Histoire de solutions maximales : unetentative d' explication !
Par cequi préceéde S, , , est dga unensemble non vide. Nous allons montrer quil admet un élément

maximal et unseul d'ou déooulerale wrollaire que nous donrerons alors.

Pour déaire S, , ,, nows déddons dindexer ses éléments sur unensemble A afin den faire une famille.

Ains note-t-on que S = o - E )
q (to.Yo) Epd a DD EXDA
On pose dorsque 1= JI,.
alA

Il est clair quel est unintervalle de R.

Eneffetsiad@bsontdans| alorsil existea et BUA telsque dlly et bOIg. Or tg est dans chaaun ce
ses deux intervall es.

Ains at-on un"chemin" alant de a &g dans | et unautre dlant deb atg danslg. Ona dorsun
chemin allant de a &b dans|. Par suite | est donc conrnexe par arcs donc comme cest dans R, il est
conrexe. Or les conrexes de R, nous les conreissons, c'en sont lesintervalles cequi fait donc del,
I'intervall e que nous annortions quil était.

On definit alors'applicaion ¢ : | — E définie par si xOI, commeil existe dorsunalA tel quexOly

() = da(%).
On remarquera quen appli cation duthéoréme de Cauchy-Lipschitz, pou tout a et LA tels que
xUlgnlp, onaque:

0(x) = da(x) = dp(x).

Donc ¢ est parfaitement définie d@ surtout sans ambiguité.
Cette gplicaion ¢ : | - E estunélément maximal de'S; , ..
Cedcas ¢: J- E estdans S(to,yo) alorsd'une part JOI UIO‘ =1 et del'autre par le théoreme de

oA
Cauchy-Lipschitz, onaquesur Jnl =1, @=¢.
Donc @1¢.
Cequi fait de ¢ : | —» E unéément maximal total (sous-entendu que tout le monde lui est inférieur
pou natrerelation dordre 1) de S, ,

Cequi asaure son uncité ca l'ordre est total.

Ains pou terminer voilale arollaire que nous annorcionstout al'heure. Pour certains c'est I'énoncé
officiell e du théoreme de Cauchy-Lipschitz.

Corollaire: Soit E unespacede Banadh et U un ouwert de RxE.

S (to,yo)UU et s f: U - E est unefonction continue sur U et locadement lipschitzienne par

rappat ala seondevariable(cdledansE) aors I'équation dff érentielle y(t:;(_t))//) admet
0)=Yo

une solution maximale & une seule.

Ce qui acheve ceparagraphe @ la partie que nous qualifierons d'intéressante du théoreme de Cauchy-
Lipschitz.




3°) Quelques outils bien utiles !

A défaut d'étre unmodue lunaire, unlemme est un énorncé permettant de démontrer un résultat jugé
plus important que I'on appell e théoréme.

Lelemme d-dessous entre dans la démonstration duthéoreme de Cauchy-Lipschitz qui est I'objet de ce
EXPosE.

Lemme3.1: (M, d) est un espacemétrique ou d est une distance définie sur M.
Si (Xn) €t (Yn) sont deux suitesde M ayant pour limitesx ety aors d(x,y) = lim d(Xq,Yn)

n - +oo
Autrement éait, la distanced est continue sur I'espacemétrique MxM.

La preuve : toute accusation patéedait étre prouvée |l en va de méme pou les énorcés
mathématiques.
Pour tout nCIN, on peut éaire que:

d(Xn, Yn) < d(xp, ) +d(x,y) +d(y,yn) e d(x, y) < d(xp, X) + d(Xn, yn) + d(yn, ¥)-
Il vient dlors que :

d(x, y) - d(Xp, Yn) < d(Xp, X) + d(yn, y) et d(Xn, yn) - d(x, y) < d(Xp, X) +d(yn, , ¥)-

Si cen'est toi, c'est dorc tonfrére! Ainsi vient-il que:

|d(X’Y) _d(Xn’Yn)| <d(Xp,X) +d(yn,Y).
Or une distance cest continue!
Auss at-onqge |lim d(x,x,)=0 e lim d(y,y,)=0.

n — +oo n — +oo
Par suite, il vient dorsque:

lim[d(x,y) ~d(xp,yn) =0

n - +oo
Et dorc finalement :

dix,y)= lim d(xp,yn)

n — +oo

A propos des théoremes des points fixes.

On e dit pas |e théoréme du pant fixe mais les théorémes. En eff et, plusieurs énoncés portent
aujourd'hui cetitre. Certains ot plus adaptés que d'autres a cetaines stuations.
Laversionlaplus classque de cesthéorémes rt dans ladémonstration duthéoreme de Cauchy-
Lipschitz. Enongons-la!

Théoreme du point fixe 3.2: E est un espacede Banach (c'est-a-dire un vedoriel normé mmplet).
S lafonction f: E —» E est une gplicaion contradante sur E alors f admet un unque point fixe,
c'est-adire quil existe unet unseul point x tel que:

f(x) = x.

De plustoute suite itérée(a,) de E définie pou tout entier n par a1 = f(a,) conwvergeversx.

Mais c'est quoi au juste une gplicaion contradante ?
Dire quune gplication f: E - E est contradante signifie quil existeunréd k[0 ; 1] tel que:
pou tout x ety deE, ona  [f(x) —f(y)|c <k|x-y|¢ -

Pour note sachez quil exste d'autres preuves du théoreme de Cauchy-Lipschitz sappuant ell es-auss
sur unthéoreme du pant fixe..




