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1°) Des généralités.
Danstout cequi suit K désignera un corps quelcongle @ E un espacevedoriel sur K de dimension
guelcongle @ dorc non récessairement finie. On parlera a cesujet de K -ev.

Rappel ons quun endamorphisme de K -ev est une gplicaion K-linédre dun K-ev sur lui-méme!
On naeraL(E) laK-agébre des endamorphismes sur E.
Deplus 8 A est unsous-ensemble de E et ulIL(E), alors:

e DirequeA est stablepar u signifieque u(A)OA.

« DirequeA estinvariant par u signifieque u(A)=A.

Proposition 1.1 : Si u et v sont deux endamorphismes de E et quils commutent (c'est-&-dire uov = vou)
aors Ker(u) et Im(u) sont stables par v.

En effet sl xOKer(u) aors u(x) =0 dou uv(x)) =v(u(x)) =0 dou Ux)OKer(u).
De plus 8 xOIm(u) alors OyLE tel que u(y) = x. C e qui donre que v(x) = v(u(y)) = u(v(y)).
Donc v(x)OIm(u).

Polyndmes d'endomor phismes.
Soit POK[X] un pdynéme a oefficients dans K. On appelle n le degré de P. On conviendraque :
n
P= Z ax'.
1=0
Pour tout endarmphisme u sur E et pou tout entier naturel k, la puissancek-ieme de I'endamorphisme
est I'endarmorphisme défini par :

Uk =UoUo....0U
%/_/

k fois
Lapuissance0 de l'endomorphisme u est I'appli catlion identique sur E notéelde.

Ayant définie la puissance antiere d'un endamorphisme, il est possble de parler dimage de ceui-ci par
un pdynéme P.
P(u) est I'endomorphisme de E défini par :
n
P(u) = 2 aj u'.
1=0

Notons K[u] I'ensemble des polyndmes d'endamorphismes obtenus a substituant a l'indéterminée X
I'endamorphisme u.
K[u] est une sous-K -algebre unitaire & commutative (pou la composition) de l'algebre (L(E), +, o, .).

Dire que PCK[X] est un padyndme anndateur deu signifieque P(u) = 0 (C'est-a-dire I'application
nulle).

L'ensemble des polyndmes annuateurs de u forment unidéd de K[ X].

Comme K est uncorps, K[X] est alors unanneau principal. Tout idéd de ceui-ciest donc monagéne. Il
existe un POK[X] engendrant cet idéd.

Ce P est unique alamultiplicaion par unéément de K pres.

Pour fixer lesidées, on pend P unitaire. Ce dernier est alors appelé (sil est non nu) payndme minimal
de u. On naeram cepaynéme.




En dmensionfinie cepayndme eiste toujours et il est toujours non nu.
En effet S cen'était pasle cas, il existerait unxOE tel qur O POK[X]Y{0} P(u). (x)#0E.

Autrement dit pour tout entier k lafamille (ui (X))D{O..k} constituerait une famille libre ak-ééments.
Cequi dansunK-ev de dimensionfinie ferait |égérement désordre. . .

Deplus 8 u admet un pdynéme minimal (sous-entendu non ni) alors on appell e spedre de
I'endomorphisme u encore noté Sp(u) I'ensemble des valeurs propres de u.

Il est clair quesi u et v OL(E) commutent dlors 0 P et Q O K[X], P(u) et Q(u) commutent. Tout cdase
passant dans L(E).

Valeurs, vecteurs et sous-espaces propres.
Soit uJL(E). On dt aorsque:
» DirequexUE{Og} est unvedeur propre de u signifie quil existe ALK tel que u(x) =A.x.
On dt aorsque A est lavaleur propre ssociée ax.
e Si A estunevaeur propre pou u aorsl'ensemble { XOE tel qur u(x) = A. x} qui est auss
Ker(u -A. Idg). C'est le sous-espacepropre associé alavaleur propre A.
Dans la suite, on ndera E), le sous-espacepropre asocié alavaleur propre A.

Comme onle verraplustard, toute valeur propre de u annue le payndme caadéristique de u.

Par cequi a éédit précéemment si u et v L (E) commutent alors tout sous-espacepropre de u est
stable par v (et vis et versa).



2°) Théorémes de décomposition des noyaux d'Hilbert/Dirac et de CayleyHamilton.
Dans ceparagraphe, nows allons énorcer et prouver les théoremes essentiels sur lesquels sappuent tout
cequi suivra.

Théoréme 2.1 de décomposition des noyaux.
Soit Q et R 0 K[X] deux payndmes premiers entre aux. On appelle P leur produit.

SiulL(E) dors KerP(u) =Ker Q(u) O Ker R(u).

Lapreuve: Nousavonsdeux chosesa prowe : d'abad ure somne direde puis une éalité
d'ensembl es.

Pour commencer on vamontrer que cete somme est direde.
Six O Ker Q(u) n Ker R(u) dors Q(u).(x) = R(u).(x) =0.
Comme K[X] est unanneau principa et que Pgcd(Q, R) = 1k, en applicaion duthéoréme de Bezout il
existe deux poyndmesU et V O K[X] tel que U.Q+V.R=1k.
Il vient dornc que :
U(u)oQ(u)+V (u)oR(u) = Idg.

Et plus particuli erement pou natre x, il vient que:

X = U(u)oQ(u).(x) + V(u)oR(u).(x)
Or Q(u).(x) =R(u).(x) =0.
Par suiteil vient donc quex = 0.
D'ou Ker Q(u) n Ker R(u) ={0}.
Autrement dit lasomme de Ker Q(u) et de Ker R(u) est direde.
C'est-a-dire cequon vodait !

Montrons a présent I'égalit é des deux s-ev de E. Comme dirait |e sage: "Montrer une éalité, c'est
montrer une douldeinclusion!"

(0) : Soit x O Ker P(u). Par cequi précale, on peut éaire que:
X = Q(u).(U(u). (x)) + R(u).(V(u). (x)).

On appell e x4 le premier terme de cdte somme € X, leseand.
On peut éaireque:

R(u).(x1) = P(u)oU(u).(x) = U(u)oP(u).(x) =0
dorcxqUKer R(u).

Deméme: Q(u).(x») = P(u)oV(u).(x) = V(u)oP(u).(x) =0 dou xo 0 Ker Q(u).
Et cda ca tout commute! (Voir fin du pemier paragraphe).
Ainsi X = X1 + X fait-il partie nécessairement de Ker Q(u) O Ker R(u).

(O):S x OKer Q(u) aors P(u).(x) = R(u).(Q(u).(x)) = 0.
Ains Ker Q(u) est-il inclus Ker P(u). || en vade méme pour Ker R(u).
Combinant ces deux choses, il vient que:

Ker Q(u) O Ker R(u) O Ker P(u).

LadouHleinclusion nows donre I'égalité d par |laaméme le théoréme !

On peut fadlement générali ser |e théoréme de décomposition des noyaux a un produt quelconqte de
polyndmes premiers entre aux. Ainsi :




Corollaire 2.2 (théoreme des noyaux générali sé).
k
K
S P= I_l P avecles Pi premiers entre aux deux adeux aors Ker P(u) = EI Ker B.
=1
=1

Polynéme aractéristique @ théoreme de Cayley-Hamilton.
Danstout cequi suit E serade dimensionfinie quel'on nderan.
Soit (g;), o{1.n} Une base deE.

Le pdyndme caadéristique de lI'endamorphisme u est noté x, et définit par :

Xy = det[X.Id g — Mat (U, (e )i D{l..n})]

Le payndme caadéristique de u ne dépend pas de labase chaisie pour y exprimer samatrice
Eneffetsi (fj )y ) estune aitrebasede E et quel'on nde Plamatricede passage de (g; )i ) 2

cdle-ci alors comme dans toute base la matrice d'ldg est la matriceidentité, onaque:

det[X.1dg -Mat(u, ;)] = det[P' (X.1d,, -Mat(u,(e;))) ]

=det(P)*. det(P). def{X.Id,, - Mat(u,(e;))]
=defX.d,, -Mat(u,(e))]

Xy €st un pdynéme unitaire de degré n. De plus sil est entiérement scinde, c'est-a-dire sil asesn

radnes comptées avecleur ordre de multiplicité dansK quel'on ndeA1, . . . ,Apaorsonaque
n
Tr(u) = Z)\,
=1

ouTr est latracede u (en fait de lamatricede u dans une cetaine base).

On naerala encore latraced'un endamorphisme ne dépend pas de labase dhoisie pou I'y exprimer.
Ced ca vu gue pou toutes matrices A et B, Tr(A.B) =Tr(B. A.).

Quoiquil en soit, Sil est entiérement scindé & en conservant les mémes notations, onaque:

Xu= |_| (X =Aj)=X"+ Z (D) S (Agye A ) X7

oules § sont les paynémes Q/metrlqueselementalresde KIX1, ..., Xpl-
En particulier le terme cnstant de X, est-il égal a (-1)". det(u).

Deplus s A est unevaleur proprede ualors defA.1d,, - Mat(u, (g;))] = 0.
Ced car E) n'est aors pas réduit a{0}.
Autrement dit A est radne de x, le paynéme caadéristique de u.
Rédproquement si A [ K est une radne de cepolyndme caadeéristique x, aors det[}\ ld,, - u] 0.
Donc I'endamorphisme A.l1dg - u rlest pasinjedif. Ce qui implique que A est une valeur propre de u.
En résumé, nows avons |'équivalence:

A valeur propredeu < A est uneradnede .




Théoréme 2.3de Cayley-Hamilton.
Tout endamorphisme annde son pdynéme caadéristique.
Ains tout payndme minimal d'un endomorphisme divise le payndme caadéristique de céui-ci.

La preuve: La démonstration que nous ferons n'est valable qu'en dmensionfinie.
Avant d'entamer la manoeuvre principale, nows alons prouver un petit lemme. Avant cea, rappelons
certaines choses.

E est unespacevedorid sur K de dimension n.
Mnp(K) est laK-algébre des matrices carées an lignes (donc n colonres).

Si MOMp(K) alorsla mmatricede M notéeCom(M) est la matrice forméedes cofadeurs de M.
Cest-adirequedietjO{1..n}:

(Com(M)), ; =(-1)'*]. det(A, ;)
ou Ajjest lamatrice déduite de M en supprimant lalignei et la mlonrej.

La ootransposéede M est alors latransposéede la comatrice On nae souvent cdle-ci M .

Lelemme qui nows aidera dans natre quéte de I'édatante vérité est le suivant :

Lemme: Si (Cjiro. . met (Diiro. . nt U Mp(K) sont telles que dans I'anneau Mp(K[X]) 'on ait

n n
'égalité zx'.c:i = ZX'.Di dors 0iO{0..n}Cj=D;j.
1=0 1=0

Nous all ons démontrer celemme.
Pour tout entier k[{O. . n}, onappelle ¢; j(k) le mefficient delaiemeligne ¢ delajiéme mlonre de

lamatrice Ck. Ains :
Cx = (Ci,j(k))ietjm{l..n}
Delamémefagn, d; j(k) désignele ooefficient (i ; j) delamatrice D. Et la encore:

Dy =(di, j(K)) i etjrfr.

On peut dlors éaireque i et j O {1. . n} dansK[X], onal'égdité:

n n

z ¢ j(k) XK = z d; j (k).X*
=0 =0

Cequi setraduit également par le fait que O kJ{0. . n},
DietjO{1..n} ¢ j(k)=dj j(K)
Autrement dit Cy = Di. C'est-a-dire le lemme que nous voulions!
Revenors maintenant a notre théoréme. Notons M la matrice de u dans une base B quelconque de E.
OnpoeT = X. Idy - M.
Considérons T la otransposeede T.




Comme T est une matrice carée an ligneson pase T = (R )ietjof1..n -
R j étant le déterminant d'une matriced'ordre n-1 dort chaaun des coefficients est un pdynéme de

degré au plus égal a1, cdui-ci est donc un pdyndme de degré au plus égal an-1.
Ced compte tenu ¢k cequest le déterminant,
DilleursUi et j [{1. . n} onéait R j souslaforme:

n-1

pl,j = ; ci,j(k).Xk .
=0

Deplus 0 k U {0. . n-1} on appelle Ck lamatrice (ci, i (k)) ietjofL.n-

Il vasans dire que CiLIM r(K).
Onadorsque:
n-1

:|: = ;Xk.Ck.
=0

Pour compl éter lasauceon pcse Cg = Cp, = 0 (Comprenez lamatrice null ).

Or le produt d'une matrice par latransposéede la comatricedonre |le déterminant de cete matrice
multi pli € par Idp,.

Par suite vu que defX.Id,, -u]=x,, il vient que:

~ -1 n
Xyldy =TT =§<Zxk.ck %X.Idn -M)= Zxk.(Ck_l—Ck.M)
=0 k=0

n

En applicaion ce notrelemme, s x = z a; X' dors OkO{0..n} Id, =Cx_1-Cy.M.
1=0

Ce qui sexprime encore par :
M = (Cy —Cy_1.M)M

n
; a, MK = z (Cy_1 - C M)MK
=0 =0
n

n-1
= Z Crg MK - ngM k+l
=1 =

= Om, (k)

Ainsi :

Et donc finalement x(u) = 0.
C'est-a-dire que u annde son pdyndme caadéristique @ dorc cedernier est divisible par le polyndme
minimal.

Note : Cethéoréme n'est valable que lorsque E est de dimensionfinie. D'aill eurs la preuve a éé faite
dansle seul casd'unK-ev de dimensionfinie.

Si Cayley-Hamilton était valable en dmension glelconque dors tout endamorphisme almettrait
polyndme minimal non nd. Ce qui entre nows est loin détrela ca.



En effet dans le K-espacevedoriel K[X], I'endamorphismeu: K[X] [ - K[X] est loin dadmettreu

P M- P
un pdynéme lI'anndant.

Théoreme 2.4 de Hil bert/Dirac.
Si A est une valeur propre de u aors pou tout paynéme P, P(A) est une valeur propre de
I'endamorphisme P(u).

Cethéoréme auss simple que puissant déooule du fait que OnON ul(x) = AN. x.

A l'oppcsé du théoréme de Cayley-Hamilton, il est valable en dmension quelconqe.

Le théoreme de Hil bert-Dirac @ndut a ceque toute valeur propre pour un certain endamorphisme est
radne de tout polyndéme I'annuant.

Plus généralement, nos deux théoremes nt valables sur tout A-modue. Laseule restriction a goparter
I'est pour Cayley-Hamilton.Le A-modue devant étre de rang fini. Et A si possble principal, bien guela
cene soit pas absolument nécessaire !




3°) Des endomorphismes diagonalisables et de leur diagon alisation.
Dans ce paragraphe E ne sera pas nécessairement de dimensionfinie.

Définition 3.1: Dire que quun endamorphisme u de E est diagonali sable signifie que E est somme
direde de ses uUs-espaces propres.

Dans ceparagraphe, nows allons voir a quell es condtions aur son pdynéme minimal ou son pdynéme
caadéristique, unendamorphisme est-il diagonali sable.

Cequi en dmensionfinie éuivaut au fait que E admette une base de vedeurs propres pour u.
Cea guivaut également au fait quiil existe une base de E dans laquell e la matrice de u est diagonale.
De plus cette matrice est sur sadiagonale formée exclusivement de valeurs propres de u.

Rédproquement si u admet un pdynéme minimal alors toute radne de my; est une valeur propre de u.
Eneffet s A est uneradne de my, qu est le payndme minimal de u, alorsil existe un pdynéme Q de
degre strictement inférieur & céui de my; tel que :
my = (X-A). Q.

De plus, comme my, est le polynéme minimal de u alors Q n‘annue pas u.
Autrement dit il existe x OE{0} tel que Q(u).(x)# 0.
Delavu que my (u).(x) =0, il vient que:

(X-A).(U).(Q(u). x) = u(Q(u)-(x)) - A. (Q(u).(x)) = 0.
Autrement dit Q(u). X qui est non nu est un vedeur propre de u pou lavaleur propre quest A. D'ouce
guon vouait !

Ains s u admet un pdyndme minimal my, alorsonal'équivaence:

A est unevaleur propredeu < A est une radne de my.
Ce qui entre nous asaure que pou tout endamorphisme admettant un pdyndme minimal (ou méme au
moins un pdyndme annuateur non nu) le nombre de vedeurs propres est fini.

Caractérisation des endomorphismes diagonalisables a I' aide de leur paynéme minimal.
Tour repose sur le théoreme suivant qui est valable en dmension quelcongLe.

Théoréme 3.2: E est une K-espacevedoriel de dimension quelcongie. u est un endamorphisme de E
admettant un pdyndme minimal. Alorsil y a guivalence aitre :
(i) uestdiagondisable.
(i) 1l existeun pdyndme P scindé sur K (c'est-a-dire dort toutes les radnes ont dans K) dort
toutes lesradnes ont simples et annuant u.
(iii) my le poynéme minimal de u est scindé sur K et n'a que desraanes smples.

La preuve: Afin détablir I'équivalence antre lestrois assertions, nous allons tourner en ronden les
impliquart I'une par rappat al'autre! Illustration.

(i) O (i) : Si uest diagonalisable dors E est somme direde des us-espaces propres de u.
Cest-a-direques on ndeA1, . . . ,Ak lesvaleurs propresde u, ona dors que:
E=Ker(u-Aq.1dg)0...0 Ker(u-Ag.ldg)
Soit alors le polyndme P défini par :
k
P(X) = |‘|(><—Ai)
=1




P est un pdyndme scindé sur K et aradnes smples.
Deplusonaque:
Pu)=(u-Aq.ldg)o....o(u-Ag.ldg)

Vu quil y aunesomme direde, [ XUE, O i0{1. . . k} il existeunetunseul x; OKer(u-A;.ldg) tel
k
que X = Xj
=1
A partir dela, vu qes Q et R sont deux polyndmes aors les endamorphismes Q(u) et R(u)
commutent, il vient que O i{1. . k}

k k
P(u).(xj) = (U=Ajldg) .(u(Xj)=Ajxj) = (Uu=Aj.ldg).(0)
] ]

k| |
=0

Comme P(u) est une gplicationK-linédre, alors :
k
PU)() = P(W-(xi) =0
1=1
Ainsi Pannueu doul'assertion (ii).

(i) O (iii) : Si Pest un pdynéme anndateur de u, scindé sur K et n‘ayant que des radnes smples aors
par cequi a éédit précélemment my divise P.

Donc lesradnes de my, sont également des radnes de P.

Autrement dit my, est scindé sur K et n'a que des radnes smples (si cen'était pasle caalors P ne
pourait étre scindé d/ou Havoir que des radnes smples).

(iii) O (i) : Simy est scindé sur K et n'aque desradnes smplesalors my, séait sous laforme::
K
my =[] x-2)
=1
aveclesAj deux adeux distinctes.
Autrement dit O i et j O{1. . k} lespdyndmes X-Aj et X-A; sont premiersentre eUx si i # j.
En applicatiion duthéoréme 2.2 ¢ démposition des noyaux, il vient que:

K
KerP(u) =E = 0O Ker (u—)\j.IdE).
j=1
Or I'onavu précélemment quil y avait équivalence eitre A radnedemy, et A valeur propre de u.
Autrement dit E est somme direde des us-espaces propres de u cequi équivaut que u est
diagondlisable.
Cequi nousdonre|'assertion (i).

Une assertion en impliquart une autre, nows avons démorntré |e théoréme !



Caractérisation des endomorphismes diaganalisables a I' aide du poynéme ractéristique.
Ce sous-paragraphe ne ancerne que les K -espacevedoriel de dimensionfinie.

Théoreme 3.3: E est K-espacevedoriel de dimensionfinie.
Dire que I'endamorphisme u de E est diagonali sable équivaut a dire que son pdyndme caradéristique
Xy st scindé g pou toute valeur propre A de u, ladimension dusous-espacepropre ascié aA et noté

E, estégale alamultiplicité A pou X, . (i.e dim E) =m(A)).

Note : cethéoreme abien unsens car onavu précéemment quil y avait équivalence entre A radne de
Xu €t A valeur propre de u.

La preuve: Pour démontrer |'équivalencede cethéoréme, nous all ons une doule implication.

(0): Siuest diagondisable dors s on désignepar Aq, . . ., A lesvaeurspropresaorsil existe une

base B de vedeurs propres pou u dans laquell e lamatrice de u est diagonale & ne cwmpte sur cdle-ci
que desvaleurs propresde u. En clair :

Ha © O
DO .. 0 C
O OA O C
_ 0 0A, O C
Mat(u,B) = 0 0..0 C
. OA¢ O i
0..0
ﬁo 0 )\kE
Cette matriceséait auss s i {1, . . ., k} a; désignele nombre defoisque A; figure dans cedle-ci :
8‘1'|d01 o .. O E
_0O 0 )\2.|da2 0 e
MatuB)=n "% . o
H 0 0 O0Agldg, E
Deplusi 041, ..., k}onaque:
dimE)\i =qj

Par suite ammme le payndme caadéristique de u est indépendant de la base dhoisie pour exprimer la
matricedeu, il vient alors que:

X =Ap)ldg, 0 0 .
Xu = det®X.Id, ~Mat(u,B)) = [ 0 (X=Az)ldg, O - L
H o 0 (X =A)ddg, [
D'ou:
k
Xu(X) = (X—Ai)ai .
]

Autrement dit x|, est scindé sur K et lamulti plicité de chague valeur propre de u est égale ala
dimension dusous-espacepropre dtaché a cde-ci.
D'ou cette premiere implication!

(O) : Rédproquement si onal'assertion de droite dors comme dans la preuve du théoréme 3.3 quant
onmontre que (iii )[I (i), lasomme des us-espaces propres de u est direde. Ced a caise du théoreme
de déamposition des noyaux et del'équivalence: A valeur propredeu = A raane de .




Appelons F le sous-espacede E somme direde des ous-espaces propres de u. On peut direque :

K

dim (F) = Z m\)

=1
ous x est uneradne dex, alors m(x) désigne lamultiplicité de cdle-ci.
Vu gquexy, est dedegrén (ladimension ceE), il vient alors que :

dim (F) =n.

Or des ®us-espaces vedoriels de E de méme dimension gelui, il n'y enaquun: C'est E lui-méme!
Autrement dit E est somme direde de ses us-espaces propres.
Cequi signifie encore que u est diagonalisable.
D'oulafin de notre cadvaire!

Avant de conclure ceparagraphe, nots alons énorce un dernier théoréme valable en dmensionfinie.
Il concerne les endomorphismes a spedre simple c'est-a-dire a ceix dort le spedre @rtient n ééments
(distincts) si nest ladimension ce E.

Théoreme 3.4: E est un K-espacevedoriel de dimensionfinie. u est un endamorphisme de E.
Si uest aspedresimple dors il est diagonalisable @ chaaun de ses us-espaces propres est une
droite vedoriell e (C'est-a-dire un K-sev de dimension 1).

Que u soit diagonali sable découle du fait que x; est un pdyndme annuateur de u ayant n radnes
distinctes. C'est d'aill eurs par laméme occasion le payndme minimal !
Ladimension des ous-espaces propres nous est donre par le précélent théoreme 3.3,




4°) Des endomorphismes trigon alisables et de leur trigon alisation.
Danstout cequi suit E sera nécessairement un K -espacevedoriel de dimensionfinie.
Au terme "trigondli sation”, certains préferent le mot "triangul arisation”.

Sous-espaces caractéristiques d'un endomorphisme.
Soit ALK Pour tout entier naturel k, on nde E,  lenoyau del'endomorphisme (u-A.1d E)k cest-a

direl'endamorphisme u-A.ldg composék fois.
En clair onadornc que:

E)\,k :Ker(u-)\.IdE)k

Lasuite (E) k)kon a@ns formée et une suite aoissnte pour l'inclusion.

Fastoche avérifier commeil sagit d'endamorphisme!

De plus cete suite est stationraire. Si cen'était pasle ca on pourait extraire de cette suite une sous-
SUite(E)\,kj)jDN tel que dim E)\,kj < dim E)\,kj+1 .

Autrement dit pour tout entier naturel p, on pourait construire un sous-espacede E de dimension p.
Or E est dedimensionfinie d il coiffetout cepetit monde. Donc natre suite est nécessairement
stationraire.

On nae dors F, (u) le sous-espacedéfini par :

Ru)= UE)\,k
KON
Autrement dit c'est lalimite de notre suite.
F (u) est dorscequel'onappellele sous-espace caadéristique de u pou lescdaireA.

Note: A l'instar des Sous-espaces propres, onabrége souvent F, (u) par F, lorsque I'endamorphisme
suggéré ne fait pas de doue.

Si F, (u) est nonréduit a{0} alorsA est une valeur propre de u.

En effet s I'espace Ey, (u) = Ker(u—A.ldg ) était égal 4{0} alors xOE0} u(x)—A.x # 0.
Donc pour tout entier naturel k, I'espaceE), |  serait reduit a{0}.

Ce qui impliquerait notamment que F, (u) ={0}.

Rédproquement si A est une valeur propre de u alors comme E, (u) O F, (u) alors F, (u) estnon
réduit a{0}.
En résumé, nous avons donc &abli | 'équivalence suivante :

F (u) est nonréduit a{0} = A estunevaleur propredeu.

Danscescasla, on dt que F), est le sous-espace caadéristique ou spedral de u asoci€ ou rattadhé ala
valeur propre A.
Le plus petit entier k tel que E) ¢ =F, estl'indicedelavaleur propre A.

Cet indicen'est en fait, rien dautre que la multi plicité de lavaleur propre A dans my,, le palyndme
minimal de u. On naera cdle-ci n(A).

Montrons cerésultat !

Montrons d'abord que n(A)=k.



Appelons u, I'endamorphismeindut par usur F, . Enclair, uy = u‘a :

Le payn6me minimal de uy, divise céui deu. Cea car my(uy) = O et tous lesidéaux de K[X] sont
monaogenes.

Comme F, =Ker(u-A. IdE)k , on peut alors éaire que (X -)\)k est le payndme minimal de uj, .
Ced a cause du choix dek.

Par suite, (X -)\)k divise necessairement m, .Donc k ne peut excéder lamultiplicité de laradane A.
Donc n(A) = k.

Suppasons a présent que n(A) soit strictement supérieur ak.
On aurait alorsque:

Ker(u-A.1dg)X =Ker(u-A.1dg)"™
Deplus, il existerait un pdynéme non nu Q tel que m;, =(X -)\)”0‘) Q
De part son constitution, Q serait premier avec (X -)\)”0‘) et donc auss avec (X - )\)k .

On aurait adors que les smmes Ker Q(u)+ Ker (u-A.Id E)”O‘) et KerQ(u)+Ker(u-A. IdE)k seraient
diredes.
Lapremiére est égale aKerm,, c'est-a-dire E.
Deplusvu que Ker(u-A.ld E)”O‘) =Ker(u-A. IdE)k, il viendrait que la seconde somme serait auss
égale aE.
Autrement dit en lapersonre de (X - )\)k.Q, nous aurions trouve un pdyndme annuateur de u de
degre inférieur a céui de m,, le poyndme minimal de u.
Cequi n'est hélas pas passble!
Par suiteil vient donc que k n'est pas drictement inférieur an(A) et donc que:
n(A) = k.
C'est-a-dire cequon vouait !

Deplus S A1, . .. Ak sont lesvaleurs propres de I'endomorphisme u aors la somme de tous les us-
espaces caadéristiques qui y sont attachés, est direde.

En effet comme toutes s valeurs propres nt distinctes alors pour tous entiers naturels non nus p et
q, pou tout couple (i, )I{1, . . . , K} aveci # j lespolyndmes (X -A;)P et (X-A;)? sont premiers

entre aux.
En particulier lorsque p et q sont des indices de valeur propre, par le théoréme 2.2 de démpasition

k
des noyaux, il vient quelasomme [ F, est direde.
i=1

Cequi Sexprime encore que les us-espaces Fapr-- - Fy, somt linéarement indépendants entre
eux.

A présent, nows pouvors définir ce quest un endamorphisme trigonali sable.

Définition 4.1: E est K-espacevedoriel.
Dire que I'endamorphisme u de E est trigonalisable signifie que E est somme direde des ous-espaces
caadéristiques de u.




On naeraque lanation dendamorphisme trigonali sable n'est en général pas extensible en dmension
quelconqLe.

Si toutefois les Dus-espaces caradéristiques ont pour une raison de dimensionfinie, il serait alors
envisageable de définir lanation en guestion.

Si u nest pas trigonali sable dors sur chaaun ok ses Dus-espaces caradéristiques F , cet
endamorphisme u séait souslaforme:

u=A.ldg +v)
ou vy estunendamorphismede F, nilpatent d'indicek.

Il enestainsi car en posant vy, = u—A.ldg, , onmontre que v)\k =0 dufait de la définition méme de
-
Ainsi :

Si uest trigonalisable dors vy, est nil patent d'ordre n(A).

Enfin, commeu et (u-A.ldg )X commutent, alors F est stable par u.

Toutes les é éments préliminaires ayant été aordés, nous al ons voir comment caradériser un
endamorphisme trigonali sable apartir de son pdyndme minimal puis a partir de son pdyndéme
caadéistique.

Caractérisation des endomorphismes trigonalisables a I' aide du poynéme minimal.
Tout repose sur e théoréme suivant que voici :

Théoreme 4.2: E est un K-espacevedoriel de dimensionfinie. uest unendamorphisme de E.
Il'y a guivaence entre:

(i) uesttrigonalisable.

(i) Il existeun pdynéme anndateur de u qu est scindé sur K.

(iii ) my est scindé sur K.

La preuve: Pareill ement a cequi a étéfait pou le théoreme 3.2 andogue de diagondi sation, nows
allons établir un cercle de troisimplications.

(i) O (i) : Soient Aq, . ..,A| lesvaeurs propres de u. On suppacserales avoir pris distinctes!
On appelle dors kq, ...., K| lesindices respedifs de ces valeurs propres.

|
Intéresons-nows au pdyndme P(X) = |_| (X —)\j)kj .

=1

On peut éaire que pou tout jO{1, . . . ,1}, on a: Ox0R, (u-)\j.IdE)kj .(X)=0
Donc O x O F)\j , P(u).(x) =0.
Par suit,e P(u) étant un endamorphisme de E et E étant somme direde de ses us-espaces
caadeéristiques, il vient que:

O xOE, P(u).(x) =0.
Autrement dit, P est un pdyndme aanuateur de u qu est scindé d'ou (ii).




(i) O (iii) : Ona dors que my, divise P un pdyndme annuateur de u qu est scindé sur K.
Nécessairement ona dors que my, est scinde.

(i) d (1) : S Aq, ..., A sont lesvaleurs propres de u, ona dors compte tenu ce cequi a ée dit

préc&emment et vu que my, est scindg, les radnes de my; sont les valeurs propres de u et my; séait :
|

mu:D(X—A,-)

n(Aj)

Ladesausvu que (X -)\j)”(}‘i) et (X -2 )”()‘i) sont premiers entre aux si i#j, en application du
théoréme 2.2 ce démmpasition des noyaux, il vient que Ker P(u) c'est-a-dire E est somme direde des

Ker(u-)\j.IdE)n()‘j) avec j comprisentre 1 et |.
Or onavu précéemment que n()\j) n'est rien dautre que l'indicede lavaleur propre de u, c'est-a-dire
notre kj .

Autrement dit Ker(u-)\j.IdE)n()‘j) =F,, poutout jr{L, . . . I}

Donc E est somme direde des ous-espaces caradéristiques de u.
Ainsi u est-il trigonali sable.
Le cacleimplicatif étant bouclé, nare démonstration est terminée!

Pour nate, si K est un corps algébriquement clos comme C, aors tout endamorphisme de E est
trigonali sable.

Trigonalisation des endomor phismes nilpotents, matrices triangulaires et endomor phismes
trigonalisables.
Avant toute chose, nouws devons rappeler ce gquest un endamorphisme nil patent.

Définition 4.3: Dire que I'endamorphisme u de |'espacevedoriel E est nil potent signifie quil existeun

entier naturel k tel que uk

=Uo....oU soit I'application nule.
k fois

Le plus petit entier naturel k tel que uK=0est cequel'onappelle I'indice de nil patence de u.

Il est possble de caadériser matriciell ement les endamorphismes nil potents.

Théoréme 4.4: E est un K-espacevedoridl.

Dire que I'endamorphisme u de E est nulpotent éguivaut adire quil existe une base B de E dans
laquell e la matrice de u soit triangulaire supérieur nil potente. (Autrement dit |es é éments diagonaux de
cdle-ci sont tous nuls).

La preuve: Pour démontrer cethéoréme, nows avons une doulde implication aétablir.
(O) : Cetteimplicaion, nows allons lafaire par réaurrence sur n ladimension ce E.

Pour n=1: s uest nilpotent alors lamatricede u dans une cetaine base est delaforme (a) avec a K.
Or nows savons quil existeunentier k tel que uk = Og . Nécesssirement, ona dors que a=0.




K étant un corpsintegre, a est donc nécessairement nul.
Autrement dit, ceque l'on vodait !

Aurang n: Suppasons que l'implicaion waie pou tout espacevectoriel de dimension strictement
inférieure an.

Soit E unespacevedoriel de dimension net u l'un de ses endamorphismes nil potent de E d'indicek.
On a dors que dans nimporte quelle base B :

0= det[Mat (uk : B)] = (det[mat(u,B)]) ¥
Autrement dit, le déterminant de la matrice de u dans toute base B est nul.
Donc u nest pasinjedive. Autrement dit il existe x(OKer u qu est non nu.
Comme E est de dimensionfinie @ égale an , par le théoreme de la base incompléte, il existe des
édéments e,,.....e, tel que{x,e,,.....e,} soit unebasedeE.
Appelons-laB. Lamatricede u dans cette base est dors:

Elt("’ ) @ E

ou B' est une matriceligne an-1 colonres et A une matrice carée an-1 lignes.
Or nous svonsque:
Mat(u, B)K =0.

Avant daler plusloin, nows devons établir certaines choses.
Si I'on multi plie deux matrices, ona dors que:

B "B'O_AA+B.C AB+B.D'
D ' D'E_ A'+D.C C.B'+D.D'E
Note: Ici A, B, C, D, A, B', C et D' sont des matrices quelcongues sans rappat avec cd esde notre

manceuvre.
Cette @alité et valablepou Aet A'[TM p,p(K), BetB'OMp h o(K),Cet CUM_p h(K)

et DetD'OMy_p n-p(K).

Bm

Utili sant cette remarque, onmontre par réaurrence sur m que Mat(u, B)™M est de laforme % o E avec
A

Bm O Ml,n-l(K) .

Pour m=1, c'est asz évident !

Pour m+1 : suppasons |'assertion waie ai rang m. On peut alors éaire:

me _[PBEPBmH PBATE
HELE _EA%AmH_%AmHE

D'ou ceque nows avancions !

En particulier por m=k, ona nécessairement queAk =0.
Autrement dit, A qui est lamatriced'un endomorphisme v sur le sous-espace F = Ved(e,,....,.e,) est
nil patente.
Or F est un espacede dimension n-1.
En applicaion e I'nypothése de réaurrence, on peut trouver une base B' de F dans laquell e la matrice
de v soit triangulaire supérieure.
Par suite, lamatricede u dans la base de E quest { x} 0B’ est une matricetriangulaire supérieure qui est
dorc nil potente.

D'oucequon vodait !



(0) : Rédproquement sl existe une base B de E dans laquell e la matrice de u soit triangulaire
supérieure mais surtout nilpatente, il est bien clair que pou un certain entier naturel k (le méme que la
matrice), onaque:

k

u® =Ueo...ou= O
— —

k fois Application

nulle sur E

Sinonil n'en serait pas de méme pou notre matrice!
D'oulethéoreme 4.4

Dimension des us-espaces pedraux (ou caractéristiques).
Si u est un endamorphisme de E aors on montre que pou toute valeur propre A de u, ladimension du
sous-espace caaderistique as0cié al quel'on nde F, (u) est égal alamultiplicité delaradne A dans

le pdyndme caadéristique X, -

Caractérisation des endomorphismes trigonalisables a I' aide du paynéme aractéristique.
Comme ses camarades de cequatrieme paragraphe, le théoréme qui suit est uniquement valable en
dimensionfinie.

Théoreme 4.5: E est unK-espacevedoriel de dimensionfinie. U est unendamorphisme de E.
Il'y a éuivaence entre:
(i) uesttrigonalisable.
(i) Il existe une base B de E dans laguell e lamatrice de u est triangulaire supérieure.
(iii) Le pdyndme caadéristique de u naé x, est scindeé sur K.

La preuve: Pour prouver cethéoreme, nows allons prouwver que chaque assertionimplique la suivarnte.
Ainsi nouws ferons un cercle qui nous fournira |'éguivalence

(i) O (i) : Siuest trigondlisable @ s on nde Aq, ... ,A| sont sesvaleurs propres de u alors nous

=1
Notons u; larestriction ce I'endamorphisme u au sous-espace caadéristique FA,- .

|
savons que: E=[J F;\j(u).

En vertu de cequi a &€ démontré en ouverture de ceparagraphe, on peut éaire qu il existe dorsun
endamorphisme nil potent v; tel que:

Uj :)\JldF}‘j +Vj

En applicaion duthéoréme 4.4, il existe une base Bj dusous—%paceF)\j tellequelamatriceder

dans cette base soit une matricetriangulaire supérieure. Et méme nil potente !
Par suite lamatricede u; danslabase B; en tant que somme d'une matricediagonale & d'une matrice

triangulaire supérieure est une matricetriangulaire supérieure.
|

Comme lasomme des Dus-espaces propres est direde € vaut E, lafamille B = UBj est une base de
=1
E.




De plus comme u et (X -)\j)”()‘i).(u) commutent, dlors Fy = Ker(u -}\j.IdE)”()‘J') est stable par u.
Lamatricede u dans labase B est forméesur sa diagonale des matrices des u; danslesbases B;.
En clair, nows avons la dhose suivante :

H\/Iat(ul, Bl) 0 0 E
Mat(u,B)=D 0 0 C

0 0 0 Mat(u;,By)

Cette matrice n'ayant sur sa diagonale que des matrices triangulaires supérieures et des 0 aill eurs, ele
est elle-méme triangulaire supérieure. D'ou |'assertion (ii).

(i) O (iii) : Soit B cette base dans laquell e lamatrice de u est triangulaire supérieure. Nous svons que
le payndme caadéristique est défini par :

X, =det (X.1d,, -Mat (u,B) )
Or lamatricedort on considére le déterminant est ell e-méme triangulaire supérieure en tant que somme
d'une matricediagonale @ d'une matricet triangulaire supérieure.
S ay,....,a, désignent les éléments diagonaux de Mat(u, B) aorsil vient que:

n
xu(X):”(X—aj).
J:

Autrement dit e payndme caadéristique de u set scindé sur K.
D'oul'assertion (iii ).

(i) O (i) : Pour cetteimplication, nows al ons utili ser I'assertion (i) du théoréme 4.2
Comme onaun pdyndme annuateur de u qu est scindé sur K en lapersonre X, , , uest alors

trigonali sable.
D'oulethéoreme!

La derniére arte: Démmpasition de Fitting.

Le théoréme suivant qui consaae ladémmpasition ce Fitting est en fait une propriété des
endamorphismes trigonali sables c'est-a-dire des endamorphismes dort le poynéme caadéristique est
scindé sur K.

Théoréme 4.6 de déaomposition de Fitting.

Si u unendamorphisme de E trigonalisable dors u séait d'une @ une seule maniere sous laforme
u=d+v

ou dest un endamorphisme diagonali sable € v unautre nil potent. De plus, v et d commutent.

La preuve: Pour démontrer cethéoréme, nows dewvons établir I'existence & I'unicité d'untel coupe
(v; d) dendamorphismes.

L'exstenced'untel coupe.
Comme u est trigonali sable, E est donc somme direde des us-espaces caradéristiques.
Si A est une valeur propre de u aorsil existe unendamorphisme nilpotent de F, naté v, tel que:

Sur By, u=A.ldg +v)
Notons k; l'indicede nilpotencede v .

On construit alors sur E deux endamorphismesd et v tel que:
Si x fait partie d'un sou-espace caadéristique F, (u) aors d(x) =A.x et v(x) = vy (X).




Vu que E est somme direde des us-espaces caradéristiques de u, det v sont alors parfaitement
définis en tant quendamorphismes.
Une chose &vidente est I'équivalence:
A est une valeur propredeu <= A est unevaeur propreded.
De plus e sous-espace caadéristique F, (u) pou u est également le sous-espacepropre de d associé a
lavaleur propre (pou d) A.
Autrement dit E est somme direde des us-espaces propres ded.
Cequi équivaut au fait que d est diagonali sable.
Intéresons-nows a présent av.
On ndaek = Sup k) ou Sp(u) désigne le spedre de u c'est-a-dire I'ensembl e des valeurs propres de u.
AOSp(u)
Notons Aq,...,A| les| valeurs propres de u.

|
VuqeE= 01 F)\j , onaque:
=1

O xOE, il existe pour tout jI{1, . .. ,1} XjDF)\j tel que x = ij :
=1

k

On regarde dors|'endamorphismev”™ =vo...o v. On peut éaire pou tout X[JE :

k fois

=1 =1
VuqeOjofl, ... I} ky, <k, il vient que pour tout xUE vK(x) =o0.
Donc v est nil patent !
De plus comme sur chaque sous-espace caadéristique d et v commutent et que la somme de caux-Ci

est E, il vient qued et v commutent sur E.
D'oul'existencedu coupe!

L'unicité d'untel coupe!

On suppase dorc quil existe un autre coude (dl;vl) tel que u=d; +v,; avecd; diagondisable, vq
nil potent et ces deux-laqui commutent entre aux !

Soit alors A une valeur propre de d;. On considere dors e sous-espacepropre asocié alavaleur

propre A quon ndera E, (d;).

Vu que v; est nil potent, il existe unentier naturel k' tel que vlk' =0.
Pour tout x de cesous-espacepropre Ej (d;), on peut éaire que :
Vi) =0=(u=-dy )< (x)
Orsur Ej(dp), ona: dy(x) =Ax.
Ainsi vient-il quil existek' tel que (u-A.Idg )< (x)=0.
Ains at-on qe E, (d{)OF (u).
Ce qui implique auss quetoute valeur propre de d; est valeur propre de u.

A partir dela, comme dq est diagondlisable, onaqueE= [0 E)(dy).
ALSp(dy)

Or comme u est diagonalisable (car X, scindé sur K), ona galementque E= 0O F (u).
AOSp(u)



Il vient que pour tout ASp(d;) Ej (dq) =P, (u) .
SinonE serait un espacede dimension strictement supérieure an.

Celanous dit auss que toute valeur propre de u est valeur propre de d; .

SinonE serait un espacede dimension strictement inférieure an car une valeur propre de u aurait

édhapper a d; .

L'important est que sur chaaun des us-espaces caradeéristiques F, (u), ona:

d; =Ald=d

Or lasomme de ces Dus-espaces caradéristiques est direde d vaut E.

Cela suffit adéfinir un endamorphisme sur E. Ainsi vient-il que:

dl =d

L'unicité de I'endamorphisme d entraine auss cdledev. En effet :
vi=u-d;=u-d=v

D'oul'unicité du coupe!



